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1. Wprowadzenie  
 
 
Pole magnetyczne wytwarzane jest przez przepływ prądu elektrycznego i magnesy 
trwałe. Opisane jest przez wektor natężenia pola H, którego zwrot, kierunek i war-
tość są zależne od prądów przepływających przez dowolną powierzchnię S, ogra-
niczoną krzywą zamkniętą C(S). Jeśli dokonamy całkowania wartości natężenia 
pola względem drogi wyznaczonej przez krzywą C(S) wyznaczającą powierzchnię 
S, to związek pomiędzy wartością prądów przechodzących przez tę powierzchnię 
a natężeniem pola magnetycznego opisany jest prawem przepływu Ampera [17]:  

∑∫ ==Θ id
SC

lH
)(

 (1.1) 

Wartość pola magnetycznego wymuszona jest przez wypadkową wartość prą-
du przepływającego przez powierzchnię S. Wielkość Θ nazywana jest przepływem 
lub siłą magnetomotoryczną smm (smm=Θ) i podawana w amperach (amperozwo-
jach).  Prawo to ma bezpośredni związek z pierwszym prawem Maxwella [17]: 

dt
drot DJH +=)(  (1.2) 

gdzie J jest gęstością prądu w danym punkcie, a D wektorem indukcji elektrycznej. 
Przy częstotliwościach technicznych (50, 60 Hz) w powyższym równaniu można 
pominąć pochodną zmian indukcji elektrycznej D względem czasu. Równanie 
(1.2) w postaci całkowej przyjmuje wówczas postać równania (1.1). 

Skutki działania pola magnetycznego są związane z wielkością indukcji ma-
gnetycznej, której wielkość jest zależna od natężenia pola magnetycznego oraz 
środowiska, w jakim występuje pole magnetyczne: 

)(HB f=  (1.3) 

Zgodnie z elektrodynamiką klasyczną obowiązuje relacja [17]: 

)(0 MHB += μ  (1.4) 

M oznacza moment magnetyczny jednostki objętości materiału [17] (nazywa-
ny także namagnesowaniem lub wektorem namagnesowania [8]). Dla wielu sub-
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stancji, takich jak paramagnetyki i diamagnetyki, w niewielkim polu magnetycz-
nym bardzo dobrym przybliżeniem jest zależność liniowa: 

HM ξ=  (1.5) 

Wówczas: 

HHHB )1()( 00 ξμξμ +=+=  (1.6) 

Wartość: 

)1( ξμ +=r  (1.7) 

 
Rys. 1.1. Zależność indukcji magnetycznej od natężenia pola magnetycznego w ferromagnetyku 
(histereza magnetyczna) 

 
Nazywana jest często względną przenikalnością magnetyczną. W wielu śro-

dowiskach (próżnia, powietrze) wartość indukcji jest proporcjonalna do natężenia 
pola magnetycznego, a współczynnik proporcjonalności nazywany jest przenikal-
nością magnetyczną. Wygodnym i praktycznie stosowanym oznaczeniem tej pro-
porcji jest wówczas wzór: 

HB 0μμr=  (1.8) 

gdzie μ0 jest przenikalnością magnetyczną próżni, a μr przenikalnością względną 
danego środowiska (w próżni μr  = 1). Wartość przenikalności magnetycznej próżni 
jest równa: 

mH / 104 7
0

−= πμ  (1.9) 

W maszynach elektrycznych wykorzystywany jest materiał ferromagnetyczny, 
w którym zależność indukcji magnetycznej od wartości natężenia pola magnetycz-
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nego jest silnie nieliniowa. Zależność tę opisuje krzywa histerezy magnetycznej 
pokazana na rysunku 1.1.   

 

 
Rys. 1.2. Pętle histerezy: (a) indukcja magnetyczna B w funkcji natężenia pola H, (b) moment ma-
gnetyczny (namagnesowanie) M w funkcji natężenia pola H [17] 

 
W sytuacji, gdy ferromagnetyk nigdy nie był poddany działaniu pola magne-

tycznego, wartość natężenia pola (i indukcji) jest równa zero (rys. 1.1). Jeśli 
w pobliżu ferromagnetyka wymusimy (poprzez przepływ prądu) wartość natężenia 
pola magnetycznego H oraz będziemy zwiększać jego wartość (poprzez zwiększe-
nie prądu), to wartość indukcji magnetycznej będzie się zwiększać w sposób poka-
zany przez krzywą 1 – nazywamy ją krzywą magnesowania pierwotnego. 
W pierwszym fragmencie wartość indukcji jest znacznie większa niż w próżni czy 
w powietrzu. Nachylenie krzywej w tych punktach jest zależne od przenikalności 
magnetycznej, której wartość względna może sięgać wartości od kilku do kilku-
dziesięciu tysięcy. Dalsze zwiększanie natężenia pola powoduje, że nachylenie 
krzywej maleje aż do pełnego nasycenia ferromagnetyka i w tym obszarze silnie 
spada. Jeśli w tym momencie będziemy zmniejszać prąd w otoczeniu ferromagne-
tyka, to indukcja magnetyczna zmienia się według krzywej 2. Spadek prądu (i na-
tężenia pola przez niego wytwarzany) spada do zera, lecz w tym punkcie indukcja 
magnetyczna nie jest równa zeru. Jej wartość nazywamy remanentem magnetycz-
nym lub pozostałością magnetyczną. Wartość indukcji magnetycznej remanentu 
jest wynikiem natężenia pola wytwarzanego przez ferromagnetyk. W ten sposób 
wytwarzany jest magnes trwały. Jeśli w tym momencie zmienimy kierunek prądu 
oraz kierunek zewnętrznego (względem ferromagnetyka) natężenia pola, to war-
tość indukcji będzie zmieniać się od punktu A do C. W przypadku magnesów trwa-
łych odcinek ten nazywamy krzywą odmagnesowania. Wartość natężenia pola 
magnetycznego, wytwarzanego przez prądy na zewnątrz ferromagnetyka, przy 
którym wypadkowa wartość indukcji magnetycznej jest równa zeru, nazywamy 
natężeniem pola koercji. Dalsze zwiększanie wartości natężenia pola powoduje 
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zmianę indukcji według krzywej 2. Jeśli po dojściu do wartości maksymalnej za-
czniemy zmniejszać wartość natężenia pola, to wartość indukcji będzie zmieniać 
się według krzywej 3. 

Dokładniejsza analiza procesu magnesowania wymaga uwzględnienia zmian 
momentu magnetycznego M w zależności od natężenia pola magnetycznego H 
(rys. 1.2b). Wypadkowa wartość indukcji magnetycznej jest wynikiem natężenia 
pola magnetycznego, jak i wartości momentu magnetycznego. Moment magne-
tyczny jest tu wynikiem magnesowania materiału, stąd wartość wypadkowego pola 
magnetycznego jest skutkiem wartości zewnętrznego pola magnetycznego, jak 
i „historii” magnesowania [17]. Na rysunku 1.2 a linią przerywaną pokazano kształt 
zależności M(H). Kształt histerezy jest zależny od różnych czynników, jak np. 
składu chemicznego materiału ferromagnetycznego, sposobu jego produkcji, czy-
stości tego materiału. W praktyce dokładna analiza rozkładu pola magnetycznego 
jest wykonywania z wykorzystaniem specjalnego oprogramowania i ma istotne 
znaczenie w procesie projektowania nowych konstrukcji maszyn i urządzeń elek-
trycznych. W praktyce inżynierskiej istotne znaczenie mają skutki działania pola 
magnetycznego wytwarzanego celowo w różnych urządzeniach. Skutki te związa-
ne są głównie z pojęciem strumienia magnetycznego, definiowanego jako:  

∫=
S

Bdsφ  (1.10) 

O wartości strumienia magnetycznego decyduje zatem wartość indukcji ma-
gnetycznej na obszarze danej powierzchni oraz jej wielkość. Jeśli powierzchnia 
wyznaczona jest przez kształt przewodnika, to sumaryczny efekt całkowania we-
dług tak wyznaczonej powierzchni nazywamy strumieniem magnetycznym skoja-
rzonym z tym przewodnikiem (w skrócie nazywamy to strumieniem skojarzonym). 
Wartość tego strumienia jest zależna od wartości prądów wytwarzających wypad-
kowe pole magnetyczne: 

1 2( , ,..., )nf i i iψ =  (1.11) 

W przypadku środowiska liniowego, gdzie wartość indukcji magnetycznej jest 
proporcjonalna do natężenia pola, często wykorzystujemy pojęcie indukcyjności 
[10] jako wielkości wyznaczającej proporcje pomiędzy pojedynczym prądem wy-
twarzającym pola magnetyczne a wartością strumienia skojarzonego z konkretnym 
przewodnikiem (uzwojeniem). W przypadku, gdy pole magnetyczne wytwarzane 
jest przez prąd płynący przez to samo uzwojenie, współczynnik proporcjonalności 
nazywany jest indukcyjnością własną L: 

11 Li=ψ  (1.12) 
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W przypadku, gdy pole jest wytwarzane przez inny przewodnik niż ten, 
dla którego wyznaczamy strumień skojarzony, współczynnik proporcjonalności 
pomiędzy strumieniem a wartością prądu nazywamy indukcyjnością wzajemną M: 

12 Mi=ψ  (1.13) 

Ogólnie zatem strumień skojarzony jest wartością zależną od wszystkich prą-
dów wytwarzających wypadkowe pole magnetyczne: 

∑±= kMiLiψ  (1.14) 

Pojęcie strumienia skojarzonego ma istotne znaczenie. Od jego wartości zale-
ży bowiem sposób reakcji obwodu elektrycznego na zmianę wartości pola magne-
tycznego. Związek ten jest określony prawem Lentza, gdzie wartość indukowane-
go napięcia w obwodzie zależy od szybkości zmian strumienia z nim skojarzone-
go:  

dt
de ψ

=  (1.15) 

W wielu przypadkach uzwojenie ułożone jest w taki sposób, że każdy zwój 
obejmuje swoim zasięgiem taką samą wartość strumienia magnetycznego. W takim 
przypadku 

φψ z=  (1.16) 

Taki sposób wytworzenia napięcia indukowanego w danym obwodzie nazy-
wany jest często siłą elektromotoryczną transformacji. Innym sposobem wytwo-
rzenia napięcia w przewodniku jest jego ruch w polu magnetycznym. Takie napię-
cie nazywamy napięciem rotacji (siłą elektromotoryczną rotacji). Siła elektromoto-
ryczna jest zależna od wartości indukcji magnetycznej, długości przewodnika, 
jak i prędkości poruszania się przewodnika: 

Blve =  (1.17) 

Innym efektem działania pola magnetycznego jest wytworzenie siły mecha-
nicznej. Wartość siły może być uzależniona od indukcji magnetycznej, wartości 
prądu w przewodniku oraz jego długości umieszczonej w polu. W przypadku, 
gdy te wielkości będą występowały pod kątem prostym względem siebie, otrzy-
mamy proporcję: 

BilF =  (1.18) 

W maszynach elektrycznych wykorzystujemy materiał ferromagnetyczny, 
gdzie zależność pomiędzy natężeniem pola magnetycznego a wartością indukcji 
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magnetycznej jest silnie nieliniowa. W takim przypadku trudno dokonać dokładnej 
analizy matematycznej takich urządzeń. Często stosujemy uproszczenie polegające 
na analizie matematycznej pracy urządzenia w stanie ustalonym przy sinusoidalnie 
zmieniających się wartościach prądów, napięć oraz strumieni skojarzonych. Istot-
nego znaczenia nabiera fakt użycia wartości skutecznych dla takich przebiegów. 
W czasie pomiaru mierzymy bowiem wartości skuteczne tych wielkości i zakła-
damy, że mają one charakter zmian sinusoidalnych w czasie.  
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2. Transformatory 
 
 
 
2.1. Magnesowanie rdzenia ferromagnetycznego 

 
 

Jako przykład wykorzystania prawa przepływu rozważmy ferromagnetyczny rdzeń 
toroidalny o polu przekroju S oraz wymiarach geometrycznych podanych 
na rysunku 2.1. Załóżmy, że uzwojenie nawiniemy równomiernie na rdzeniu, uzy-
skując w ten sposób równomierny rozkład pola magnetycznego, przy którym 
w odległości r od środka toroidu otrzymamy taką samą wartość natężenia pola 
magnetycznego. Wartość natężenia pola magnetycznego wyznaczyć można wów-
czas z zależności: 

izrHd
SC

==∫ π2
)(

lH  (2.1) 

 
Rys. 2.1. Ferromagnetyczny rdzeń toroidalny 

 
Natężenie pola w odległości a od środka toroidu, po jego wewnętrznej stronie, 

jest równe: 

a
izHa π2

=  (2.2) 
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Po zewnętrznej (przy odległości b): 

b
izHb π2

=  (2.3) 

Wartości natężenia pola magnetycznego w zależności od odległości od środka 
toroidu pokazano na rysunku 2.2. W przypadku znajomości wartości prądu może-
my wyznaczyć wartość strumienia magnetycznego liczonego dla pola powierzchni 
przekroju rdzenia. Przy znanej wartości przenikalności wartość tego strumienia 
możemy wyrazić wzorem: 

a
bdizr ln

2
0

π
μμφ =  (2.4) 

gdzie d jest grubością toroidu. Identyczną wartość strumienia uzyskamy, przyjmu-
jąc, że w każdym miejscu rdzenia toroidalnego wartość indukcji jest stała. Taką 
wartość średnią należy obliczyć dla promienia równego rśr: 

a
b
abrśr

ln

−
=  (2.5) 

R
izB r

śr π
μμ

2
0=  (2.6) 

SBśr=φ  (2.7) 

gdzie S jest powierzchnią przekroju rdzenia. W praktyce często używa się uprosz-
czenia polegającego na wyznaczeniu jedynie wartości indukcji w środkowej części 
rdzenia: 

2
abrr śr

+
=≈  (2.8) 

S
r

iz

śr

r

π
μμφ

2
0=  (2.9) 

Błąd obliczeń wartości strumienia magnetycznego zależy od wymiarów rdze-
nia, a jego wartość można oszacować z zależności (2.10). 

)
2

ln
1(100%

a
b

ab
ab

−
+

−=ε  (2.10) 

Dla większości praktycznie stosowanych rozwiązań błąd obliczeń wartości 
strumienia liczonego w takim przypadku jest pomijalnie mały (<1%).  
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Rdzeń toroidalny używany jest jedynie w transformatorach małych mocy. 
W maszynach o większych mocach nie jest możliwa konstrukcja transformatora, 
w której pole magnetyczne zamyka się tylko i wyłącznie przez jednorodny obwód 
ferromagnetyczny. Praktycznie obwód magnetyczny budowany jest z blach skła-
danych w taki sposób, by zapewnić jak najlepsze wykorzystanie materiału ferro-
magnetycznego. Pojawia się zatem pytanie, jak zmienia się wartość natężenia pola 
magnetycznego w przypadku, gdy na drodze pola magnetycznego pojawia się 
szczelina powietrzna. 

 
Rys. 2.2. Rozkład pola magnetycznego w rdzeniu toroidalnym  

 
Rozważmy rdzeń toroidalny z niewielką szczeliną powietrzną (rys. 2.3). War-

tość natężenia pola magnetycznego wyznaczymy z prawa przepływu, przy założe-
niu, że wewnątrz szczeliny powietrznej pole magnetyczne jest równomiernie roz-
łożone w taki sam sposób jak w rdzeniu.  

 

 
Rys. 2.3. Ferromagnetyczny rdzeń toroidalny ze szczeliną powietrzną 
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Zgodnie z prawem przepływu możemy napisać:  

izrHHd Fe
SC

=−+=∫ )2(
)(

δπδδlH  (2.11) 

Wartość strumienia magnetycznego liczonego dla powierzchni przekroju 
rdzenia jest przy takim założeniu równa wartości strumienia przechodzącego przez 
powierzchnię szczeliny powietrznej: 

SHSH Fer
S

μμμφ δ 00 === ∫Bds  (2.12) 

Z równania (2.12) wynika, że: 

r
Fe

HH
μ
δ=   (2.13) 

 
Rys. 2.4. Jednofazowy transformator rdzeniowy 

 
Wartość natężenia pola magnetycznego w rdzeniu jest znacznie mniejsza niż 

w szczelinie powietrznej. W sytuacji, gdy wartość szczeliny powietrznej będzie 
stosunkowo duża, pomija się spadek napięcia magnetycznego (H⋅l) w rdzeniu 
i o pracy maszyny decyduje rozkład pola magnetycznego w szczelinie powietrznej. 
Takie założenie jest często stosowane w przypadku maszyn elektrycznych wirują-
cych. Fakt konieczności zapewnienia obrotu wirnika względem stojana wymusza 
istnienie stosunkowo dużej szczeliny powietrznej. W transformatorach dąży się 
do minimalizacji grubości szczeliny powietrznej (najlepiej do zera), lecz możliwo-
ści technologiczne wymuszają istnienie wypadkowej szczeliny powietrznej w ta-
kich urządzeniach. 

Rdzenie jednofazowych transformatorów energetycznych mają najczęściej 
kształt pokazany na rysunkach 2.4 i 2.5. Buduje się je z cienkich, jednostronnie 
izolowanych blach i składa się w taki sposób, by optymalnie wykorzystać materiał 
ferromagnetyczny [7]. W rdzeniach transformatorów większych mocy buduje się 
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rdzenie z blach o różnych szerokościach (rys. 2.6), dzięki czemu uzyskuje się lep-
sze wypełnienie ferromagnetykiem obszaru wewnątrz uzwojenia. 

 

    
Rys. 2.5. Jednofazowy transformator płaszczowy 
 

 
Rys. 2.6. Przekrój kolumny rdzenia transformatora energetycznego 
 

 
Rys. 2.7. Rdzeń transformatora 112MVA [7] 
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Rys.  2.8. Przebieg pola magnetycznego w miejscu zaplatania rdzenia 

 
Szczelina powietrzna nie występuje tu w sposób jawny – wypadkowa szczeli-

na powietrzna jest efektem nierównomierności rozkładu pola magnetycznego 
w miejscach zaplatania blach rdzenia (rys. 2.8). Grubość takiej „wirtualnej” szcze-
liny powietrznej może być szacowana na podstawie wieloletnich doświadczeń 
produkcyjnych (rys. 2.9). 

 
Rys. 2.9. Wartości zastępczej szczeliny w funkcji indukcji dla blachy walcowanej na zimno 
o grubości 0,35 mm przy zaplataniu pojedynczymi blachami (1) i dla blachy walcowanej na gorąco 
(2) [9] 

 
Fakt nieliniowej zależności pomiędzy natężeniem pola i wartością indukcji ma 

istotne znaczenie praktyczne. W celu ułatwienia analiz, często stosowana jest 
aproksymacja krzywej magnesowania, pokazana na rysunku 2.10. Występuje tu 
tzw. część prostoliniowa charakterystyki, w której zakładamy proporcjonalność 
indukcji i natężenia pola, oraz część, gdzie następuje nasycenie obwodu magne-
tycznego – linia prosta o małym nachyleniu. 
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Rys. 2.10. Dwuodcinkowa aproksymacja krzywej magnesowania 

 
 

 
Rys. 2.11. Przenikalność magnetyczna względna µr żelaza i jego stopów w zależności 
od natężenia pola magnetycznego H: 
1– permalloy; 2 – blacha transformatorowa walcowana na zimno w najkorzystniejszym kierunku 
magnesowania; 3 – żelazo elektrolityczne wytapiane w próżni; 4 – blacha transformatorowa walco-
wana na zimno w kierunku magnesowania najniekorzystniejszym; 5 – blacha transformatorowa wal-
cowana na gorąco, 4% C; 6 – stal konstrukcyjna węglowa walcowana na gorąco, 0,3% C; 7 – stopy 
z 0,23% C; 8, 8a – staliwo; 9 – żeliwo szare wyżarzane; 10 – stopy z 1,78% C; 11 – żeliwo szare 
niewyżarzane [19] 
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Rys. 2.12. Kształt prądu magnesującego uwzględniający nieliniową zależność pomiędzy natężeniem 
pola i indukcją magnetyczną ferromagnetycznego rdzenia transformatora 

 
W rzeczywistych ferromagnetykach (rys. 2.11) przenikalność jest silnie zależ-

na od wartości natężenia pola magnetycznego, nie ma więc odcinków prostych 
na charakterystyce magnesowania, a zależności są na tyle skomplikowane, że do-
kładniejsza analiza jest możliwa jedynie przy wykorzystaniu drogiego oprogramo-
wania. Kształt prądu wytwarzającego sinusoidalny przebieg strumienia przedsta-
wiono na rysunku 2.12. Wskutek istnienia histerezy magnetycznej i nasycenia 
w przebiegu prądu występują wszystkie harmoniczne nieparzyste, gdzie najwięk-
sze znaczenie mają 1, 3, 5 i 7. Współczynnik szczytu takiego przebiegu ma wartość 
różną od tej samej wielkości w przebiegu sinusoidalnym. W efekcie praktycznie 
wyznaczane są wielkości skuteczne, a w modelu matematycznym (schemacie za-
stępczym) używa się wielkości sinusoidalnych o identycznej wartości skutecznej. 
Rezultatem takich rozważań jest ułatwienie analiz matematycznych i konieczność 
uwzględnienia faktu, że wartości parametrów modelu matematycznego zależą 
od punktu pracy transformatora. 
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2.2. Model matematyczny transformatora jednofazowego 
 
 

Transformator jednofazowy zbudowany jest z rdzenia ferromagnetycznego, 
na którym nawinięto dwa uzwojenia (rys. 2.13). Jedno nazywane jest uzwojeniem 
pierwotnym, a drugie wtórnym.  

 

 
Rys. 2.13. Schemat ideowy transformatora jednofazowego 

 
Model matematyczny transformatora opiera się na wykorzystaniu podstawo-

wych praw teorii obwodów. Równanie Kirchhoffa dla strony pierwotnej możemy 
napisać w postaci (2.14) (2.15). 

dt
diRu 1

111
ψ

+=  (2.14) 

Jego postać jest wynikiem faktu, że poza spadkiem napięcia na rezystancji 
uzwojenia pierwotnego w obwodzie występuje napięcie indukowane na skutek 
zmian strumienia z nim skojarzonego w czasie. Równanie strony wtórnej można 
zapisać w postaci (2.15): 

22
2

2 iR
dt

du −=
ψ

 (2.15) 

Źródłem prądu po stronie wtórnej jest wartość napięcia indukowanego na sku-
tek zmian strumienia skojarzonego z tym uzwojeniem, a wartość napięcia na zaci-
skach strony wtórnej będzie pomniejszona o spadek napięcia na rezystancji uzwo-
jenia wtórnego. W równaniach tych występują strumienie skojarzone z poszcze-
gólnymi uzwojeniami. Istotą opisu jest określenie, jak powiązać powyższe stru-
mienie skojarzone z wartością indukcji wewnątrz rdzenia oraz jak uwzględnić 
w modelu rzeczywisty rozkład pola magnetycznego wytwarzanego przez prądy 
płynące przez uzwojenia. W tym celu wykorzystamy uproszczony opis zjawisk 
występujących w transformatorze, pokazany na rysunku 2.14. 
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Rys. 2.14. Zjawiska występujące w rzeczywistym transformatorze jednofazowym 

 
Pokazano na nim, że strumień skojarzony z uzwojeniem pierwotnym ma 

składnik wspólny z uzwojeniem wtórnym. Ten wspólny składnik nazywany jest 
strumieniem głównym φ. Jest to część pola magnetycznego, która obejmuje swoim 
zasięgiem oba uzwojenia. Poza strumieniem głównym istnieje składnik pola ma-
gnetycznego wytwarzany przez prąd płynący w uzwojeniu pierwotnym. Ta część 
pola magnetycznego, nazywana strumieniem rozproszenia φ r1, kojarzy się tylko 
z uzwojeniem pierwotnym. Oba składniki sumują się, dając całkowity strumień 
skojarzony z uzwojeniem pierwotnym: 

)( 111 rz φφψ +=  (2.16) 

Podobny efekt występuje w uzwojeniu wtórnym, przy czym z faktu, że źró-
dłem prądu po stronie wtórnej jest napięcie indukowane od części wspólnej pola 
magnetycznego (od strumienia głównego) wynika, iż strumień rozproszenia odej-
muje się od strumienia głównego dając w efekcie wypadkowy strumień skojarzony 
z uzwojeniem wtórnym: 

)( 222 rz φφψ −=  (2.17) 

W efekcie równania opisujące transformator możemy przekształcić do postaci: 

dt
dz

dt
dziRu r1

11111
φφ

++=  (2.18) 

22
2

222 iR
dt

dz
dt
dzu r −−=

φφ
  (2.19) 

Zwróćmy uwagę, że w obu równaniach występuje składnik wynikający tylko 
ze zmiany strumienia głównego w czasie. Wartość napięcia indukowanego od tego 
składnika pola magnetycznego występującego w uzwojeniu pierwotnym oznaczmy 
jako: 

dt
dze φ

11 =  (2.20) 
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Po pomnożeniu równania strony wtórnej przez wartość wyznaczoną przez ilo-
raz liczby zwojów strony pierwotnej do liczby zwojów strony wtórnej, nazywaną 
przekładnią zwojową: 

2

1

z
zk =     (2.21) 

otrzymamy: 

dt
dzeiRu r1

11111
φ

++=  (2.22) 

22
2

12

2

1
2

2

1
2

2

1
2 iR

z
z

dt
d

z
zz

dt
d

z
zz

z
zu r −−=

φφ
 (2.23) 

Biorąc pod uwagę fakt, że strumienie rozproszenia są wytwarzane przez prąd i1 
dla strony pierwotnej oraz prąd i2 po stronie wtórnej, oraz fakt, że w obu przypad-
kach te składniki pola magnetycznego zamykają się głównie poza rdzeniem, oba te 
strumienie skojarzone mogą być opisane (zgodnie z definicją indukcyjności) jako: 

dt
diL

dt
dz r

r 1
1

1
1 =
φ

 (2.24) 

dt
diL

dt
dz r

r 2
2

2
2 =

φ
 (2.25) 

Równania transformatora przyjmują postać: 

dt
diLeiRu r

1
11111 ++=  (2.26) 

22
2

12
2

2

1
1

2

1
2 iR

z
z

dt
diL

z
ze

z
zu r −−=  (2.27) 

Równania te opisują transformator w całości. Nie są jednak wygodne do anali-
zy, stąd w praktyce używa się wielkości strony wtórnej, określonych jako wielko-
ści sprowadzone do strony pierwotnej. Na bazie takich przekształceń możliwe bę-
dzie odzwierciedlenie równań w postaci schematu zastępczego. Przyjęto oznaczać: 

2
'
2 kuu =  (2.28) 

Tak oznaczona nowa zmienna nazywana jest napięciem sprowadzonym 
(do strony pierwotnej). W celu zachowania w schemacie zastępczym stałej mocy: 

k
ikuiuiu 2

222
'
2

'
2 ==  (2.29) 
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Otrzymamy wartość sprowadzonego do strony pierwotnej prądu strony wtór-
nej równą: 

k
ii 2'

2 =  (2.30) 

Równanie strony wtórnej „sprowadzone” do liczby zwojów z1 przyjmuje postać: 

'
22

'
2

21
'
2 kikR

dt
dkikLeu r −−=  (2.31) 

Z faktu tego wynika, że wartości sprowadzonych do strony pierwotnej rezy-
stancji oraz indukcyjności rozproszenia strony wtórnej wyliczamy z zależności: 

' 2
2 2R k R=  (2.32) 
' 2

2 2r rL k L=  (2.33) 

Komplet równań napięciowych przyjmuje postać: 

dt
diLeiRu r

1
11111 ++=  (2.34) 

'
' ' ' '2
2 1 2 2 2r

di
u e L R i

dt
= − −  (2.35) 

Dokładnej analizy wymaga zależność wartości siły elektromotorycznej (napię-
cia indukowanego) od strumienia głównego. Z prawa przepływu wiadomo, że pole 
magnetyczne wytworzone wewnątrz rdzenia (opisane tu jako strumień główny) 
jest wynikiem prądów przepływających przez oba uzwojenia. Biorąc pod uwagę ten 
fakt możemy napisać dla krzywej obejmującej swoim zasięgiem oba uzwojenia: 

2211 iziz −=∫Hdl  (2.36) 

W modelu maszyny możemy wykorzystać ten fakt i nazwać „wirtualny” prąd 
wytwarzający identyczną wartość pola magnetycznego w rdzeniu jako prąd ma-
gnesujący iμ: 

22111 iziziz −=μ  (2.37) 

Otrzymamy wówczas: 

'
21

2
12

1

2
1 ii

k
iii

z
zii −=−=−=μ   (2.38) 
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Wartość siły elektromotorycznej wytwarzanej przez ten składnik prądu jest 
równa e1 stąd, przy pominięciu nasycenia rdzenia, możemy napisać: 

dt
di

Le μ
μ=1  (2.39) 

Tak przekształcone równania są odpowiednikiem schematu zastępczego trans-
formatora pokazanego na rysunku 2.15. Nie są tu uwzględnione wszystkie zjawi-
ska występujące w transformatorze.  

Lμ

'
2i

'
2R'

2L1L1R

1u
1i μi

 
Rys. 2.15. Schemat zastępczy transformatora wynikający z równań (2.25), (2.26) i (2.30) 
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Rys. 2.16. Schemat zastępczy transformatora 

 
Wewnątrz rdzenia ferromagnetycznego występują straty mocy wynikające 

z istnienia histerezy magnetycznej (straty histerezowe) oraz wynikające z faktu, że 
w masie rdzenia indukują się napięcia i płyną przez rdzeń prądy, nazywane prąda-
mi wirowymi. Jako że za przetwarzanie energii na schematach zastępczych odpo-
wiada rezystancja, w praktycznie stosowanym schemacie zastępczym dla trans-
formatorów energetycznych wprowadza się równolegle do indukcyjności Lμ war-
tość rezystancji nazywanej rezystancją strat w żelazie RFe. W przypadku analizy 
pracy transformatora w stanie ustalonym, przy sinusoidalnie zmiennych w czasie 
wartościach prądów, napięć i strumieni, zamiast indukcyjności stosowane są od-
powiednie wartości reaktancji oraz zespolone wartości prądów i napięć (rys. 2.16).  
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Przyjmując, że strumień główny zmienia się sinusoidalnie w czasie: 

tωϕ sinΦ=  (2.40) 

Wartość chwilowa siły elektromotorycznej jest równa: 

dt
dz

dt
zd

dt
de ϕϕψ

===
)(

 (2.41) 

cose z t= Φω ω  (2.42) 

Jej wartość maksymalna jest równa: 

max 2E z f z= Φ = Φω π  (2.43) 

a wartość skuteczna: 

2 4,44
2

E z f z f= Φ= Φ
π

 (2.44) 

W przypadku transformatora jednofazowego wartości skuteczne napięć (pier-
wotnego i wtórnego) indukowanych przez część wspólną strumienia sinusoidalnie 
zmieniającego się w czasie są równe: 

1 14, 44= ΦE z f  (2.45) 

2 24, 44= ΦE z f  (2.46) 
'
2 1 2 24, 44= = = ΦE E k E k z f   (2.47) 

 
 
 

2.3. Stan jałowy 
 
 

W transformatorze pracującym bez obciążenia (stan jałowy) wartość prądu 
po stronie wtórnej jest równa zeru (rys. 2.17). W takim przypadku przez uzwojenie 
strony pierwotnej przepływa tylko prąd biegu jałowego, którego składnikami są: 
prąd magnesujący Iμ oraz składnik prądu związany ze stratami w żelazie IFe.  

Wartość tego prądu zwykle jest mniejsza niż 5% prądu znamionowego: 

%5..5,0%1000 ≈=
n

o I
Ii  (2.48) 
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Rys. 2.17. Stan jałowy transformatora 
 
Spadki napięcia na rezystancji uzwojenia oraz reaktancji rozproszenia mają 

pomijalnie małe wartości, stąd możemy przyjąć, że w stanie jałowym: 

EU ≈1  (2.49) 

a schemat zastępczy dla stanu jałowego przyjmuje postać przedstawioną na rysun-
ku 2.18. 

Jako że wartość siły elektromotorycznej jest równa: 

4, 44E z f U= Φ ≈  (2.50) 

i jest w przybliżeniu równa napięciu zasilającemu, to strumień magnetyczny 
w rdzeniu możemy oszacować jako: 

4, 44
U

z f
Φ ≈  (2.51) 

Jeśli przyjmiemy, że napięcie zasilające ma przebieg sinusoidalny w czasie, 
to rzeczywisty kształt prądu biegu jałowego można uzyskać w sposób zaprezento-
wany na rysunku 2.12. 

W schemacie zastępczym nie uwzględnia się odkształcenia prądu, a wartości 
parametrów odzwierciedlają jedynie rzeczywiste wartości skuteczne prądów, na-
pięć oraz strat występujących w rzeczywistym transformatorze. Parametry schema-
tu szacuje się zwykle poprzez wykonanie próby biegu jałowego (rys. 2.19), polega-
jącej na pomiarze mocy pobieranej przez transformator oraz wartości skutecznych 
prądów i napięć dla przypadku zmian napięcia zasilającego od zera do napięcia 
większego od znamionowego (zwykle do ok. 1,3Un). 

Próba stanu jałowego ma na celu sprawdzenie stanu izolacji transformatora, 
pomiar rzeczywistej przekładni zwojowej k oraz wyznaczenie parametrów Xμ i RFe. 
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Rys. 2.18. Uproszczony schemat zastępczy transformatora dla stanu jałowego 
 

 
Rys. 2.19. Układ do pomiaru stanu jałowego transformatora 

 
W tym celu mierzymy napięcia po stronie pierwotnej i wtórnej, a przekładnia 

zwojowa jest obliczana ze wzoru: 

20

10

U
Uk =  (2.52) 

 
Rys. 2.20. Charakterystyka biegu jałowego I10 = f (U10) 
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Rys. 2.21. Zależność wartości reaktancji Xμ  od napięcia zasilającego 

 
Parametry schematu zastępczego możemy wyznaczyć z zależności: 

2
10

0

U
PRFe =  (2.53) 

Fe
Fe R

UI 10=  (2.54) 

22
10 FeIII −=μ  (2.55) 

μ
μ I

UX 10=  (2.56) 

Na podstawie pomiarów możemy także narysować kształt charakterystyk bie-
gu jałowego. Zależność prądu biegu jałowego jest nieliniowa i jest wynikiem 
krzywej magnesowania (rys. 2.20). Dominujące znaczenie (przy napięciu znamio-
nowym) ma tu prąd magnesujący. Skutkiem nasycenia obwodu magnetycznego 
jest także fakt zależności wartości reaktancji magnesującej Xμ od napięcia zasilają-
cego (rys. 2.21). Podobny kształt ma także zależność współczynnika mocy od na-
pięcia. Wartość rezystancji związanej ze stratami w żelazie jest w przybliżeniu 
wartością stałą. 

 

Adam
Stempel
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Rys. 2.22.  Istota powstania prądów wirowych 

 
O stratach w żelazie decydują dwa składniki: straty spowodowane histerezą, 

których wartość jest proporcjonalna do pola wewnątrz histerezy, oraz straty 
na prądy wirowe, wynikające z faktu indukowania się wewnątrz rdzenia napięć. 
Napięcia te powodują przepływ prądu zgodnie z drogą wyznaczoną przez kierunek 
zmian pola magnetycznego B oraz kierunek indukowanych sił elektromotorycz-
nych (rys. 2.22). Istnienie prądów wirowych wymusza konieczność budowy rdze-
nia z cienkich blach, jednostronnie izolowanych. Straty histerezowe można 
zmniejszać jedynie poprzez stosowanie różnych domieszek do materiału ferroma-
gnetycznego, uzyskując jak najmniejszą szerokość pętli histerezy. 

Straty mocy wywołane histerezą są proporcjonalne do częstotliwości f oraz 
wartości maksymalnej indukcji Bm wewnątrz rdzenia w potędze zależnej od stanu 
nasycenia [19]: 

x
h h mP k f BΔ =  (2.57) 

Wartość stałej kh zależy od składu chemicznego materiału ferromagnetycznego 
oraz jego obróbki termicznej i mechanicznej. Dla blachy anizotropowej (walcowa-
na na zimno): 

2 dla 1, 45
2, 25 dla 1, 45 1, 7
2, 6 dla 1, 7

m

m

m

B
x B

B

<⎧
⎪≈ < <⎨
⎪ >⎩

 (2.58) 

Wartość stratności (straty na jednostkę masy lub objętości) zależy od indukcji 
nasycenia, jak i kierunku magnesowania. Wartość indukcji nasycenia dla blach 
zimnowalcowanych jest równa około 1,5÷1,8 T, dla blach walcowanych na gorąco 
1,4÷1,6 T. 
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Straty mocy wywołane prądami wirowymi są proporcjonalne do częstotliwo-
ści i maksymalnej wartości indukcji w drugiej potędze: 

22
mww BfkP =Δ  (2.59) 

W praktyce straty wyznacza się na podstawie stratności (straty mocy w jedno-
stce masy), podawanej przy określonej częstotliwości i indukcji [19] (zwykle 
50 lub 60 Hz i 1 lub 1,5 T), dla blach walcowanych na zimno p1,0 ≅ 0,4W/kg, 
p1,5 ≅ 0,8÷1,0 W/kg, dla blach gorącowalcowanych p1,0 ≅ (4) 1,3÷0,8 W/kg. Typo-
wa grubość blach stosowanych na rdzenie transformatorów energetycznych 
to 0,35÷0,5 mm. W szacunkowych obliczeniach można przyjąć, że przy napięciu 
znamionowym wartość strat na prądy wirowe jest równa około 25% całkowitych 
strat w żelazie (ΔPw ≅ 0,25Pfe, ΔPh ≅ 0,75Pfe). Od wielu lat stosuje się także blachy 
amorficzne (szybkie studzenie gorącego żelaza). Uzyskuje się tu bardzo małe gru-
bości blach (<0,1 mm) przy indukcji nasycenia około 2,1 T, od razu tworzy się 
warstwa izolacyjna (w postaci tlenku żelaza). Materiał ten jest droższy od częściej 
stosowanych blach zimnowalcowanych. Ma znacznie mniejszą stratność, lecz tak-
że istotne wady – jest bardzo kruchy i dzięki temu trudny w obróbce (cięcie lase-
rem, konieczność zapewnienia dopasowanej do jego cech technologii budowy 
transformatorów). Stosowane są także rozwiązania w postaci blach nanokrystalicz-
nych o bardzo małej stratności. Udział strat od prądów wirowych zwykle jest rzędu 
40%-50% strat całkowitych w żelazie. Nowe materiały częściej stosuje się w trans-
formatorach pracujących przy większej częstotliwości (energoelektronika, transmi-
sja sygnałów).  

O jakości rdzenia transformatora decyduje także tzw. współczynnik wypełnie-
nia rdzenia:  

izolfe

fe
w SS

S
k

+
=  (2.60) 

Wartość tego współczynnika stanowi podstawę do oceny proporcji pomiędzy 
materiałem czynnym (ferromagnetykiem) a izolacją między blachami. Dla blach 
walcowanych na gorąco ma on wartość około kw = 0,9. Dla blach zimnowalcowa-
nych kw = 0,98. 

Obliczanie strat mocy w żelazie wykonuje się zwykle na podstawie stratności 
blach jarzma pj i kolumn pk oraz ich mas mj, mk: 

)( jjkkpfe mpmpkP +=Δ  (2.61) 

Występuje tu współczynnik strat dodatkowych w żelazie kp, którego wartość 
rzędu 1,2÷1,5 jest zależna od sposobu zaplatania rdzenia oraz dokładności (i tech-
nologii) jego obróbki. Składowa czynna prądu jałowego jest równa: 
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U
P

E
P

I fefe
fe

Δ
≈

Δ
=  (2.62) 

Wartość prądu magnesującego jest zwykle obliczana na podstawie prawa 
przepływu Ampera. Jego wartość maksymalna jest proporcjonalna do sumy spad-
ków napięć magnetycznych na drodze pola magnetycznego wewnątrz rdzenia, 
z uwzględnieniem wypadkowej szczeliny powietrznej: 

1
max z

lH
I xx∑=μ  (2.63) 

Wartość skuteczna prądu magnesującego jest równa: 

s

xx

zk
lH

I ∑=μ  (2.64) 

Wartość współczynnika szczytu ks jest zależna od stanu nasycenia obwodu 
magnetycznego. Największy wpływ na spadek napięcia magnetycznego ma gru-
bość wypadkowej szczeliny powietrznej δ, stąd istnieje dążność do minimalizacji 
grubości szczeliny powietrznej transformatora poprzez odpowiednie zaplatanie 
rdzeni i jarzm transformatora. Pomijając spadek napięcia magnetycznego w rdze-
niu, możemy napisać, że: 

sz
HI
σ
δδ

μ ≈  (2.65) 

Biorąc pod uwagę, że: 

00 μμ
δ

δ S
BH Φ

==  (2.66) 

4, 44
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z f
Φ =  (2.67) 

Wartość skuteczna prądu magnesującego oraz prądu biegu jałowego, przy 
pominięciu spadku napięcia magnetycznego w ferromagnetyku, są równe:  

2
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≈ =μ
δ δ

μ
 (2.68) 

22
0 feIII += μ  (2.69) 
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2.4. Zwarcie pomiarowe 
 
 
W stanie zwarcia transformatora napięcie na zaciskach strony wtórnej jest równe 
zeru (rys. 2.23). 

 
Rys. 2.23. Zwarcie pomiarowe transformatora 
 

'
2R

1R '
2X1X

'
21 zz II =

zU 1

 
Rys. 2.24. Schemat zastępczy transformatora w stanie zwarcia 
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Rys. 2.25. Uproszczony schemat zastępczy transformatora w stanie zwarcia 

 
Transformatory energetyczne budowane są w taki sposób, by spadek napięcia 

na rezystancjach oraz reaktancjach rozproszenia był jak najmniejszy. Jako że prąd 
biegu jałowego ma małą wartość (<5% prądu znamionowego), to możemy go 
w czasie zwarcia transformatora pominąć. W schemacie pozostają szeregowo połą-
czone rezystancje i reaktancje rozproszenia (rys. 2.24). W praktyce nie oblicza się 
ich odrębne. Wykorzystuje się ich sumy, nazywając je odpowiednio rezystancją 
i reaktancją zwarcia (rys. 2.25): 

'
21 RRRz +=  (2.70) 

'
21 XXX z +=  (2.71) 
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Parametry wyznaczone w czasie próby zwarcia ustalonego są wykorzystywane 
w wielu praktycznych zastosowaniach transformatorów. Próba zwarcia ma na celu 
wyznaczenie tzw. parametrów zwarciowych (rezystancji i reaktancji zwarcia) oraz 
jednego z podstawowych parametrów, jakim jest napięcie zwarcia. Napięcie zwar-
cia definiuje się jako wartość napięcia przyłożonego do zacisków strony pierwot-
nej, dla której, przy zwartych zaciskach strony wtórnej, przez stronę pierwotną 
płynie prąd o wartości znamionowej: 

22'
21 zznz XRIU +=  (2.72) 

W przypadku pominięcia prądu stanu jałowego: 

nn II 1
'
2 =  (2.73) 

W danych katalogowych transformatora napięcie zwarcia podawane jest 
w procentach (lub w wartości względnej) w odniesieniu do napięcia znamionowego: 

%155%100
1

1
% ÷≈=

n

z
z U

Uu  (2.74) 

W praktyce używa się także pojęć takich, jak czynne i bierne napięcie zwarcia: 

zzRz UU ϕcos1=  (2.75) 

zzXz UU ϕsin1=  (2.76) 

oraz kąt zwarciowy ϕz: 

Z

z
z R

Xtg =ϕ  (2.77) 

Parametry zwarcia oblicza się na podstawie próby zwarcia ustalonego. Wyko-
nuje się tu pomiary napięcia, prądu oraz mocy pobieranej przez transformator przy 
zwartych zaciskach strony wtórnej. Wobec faktu, że w schemacie występują skład-
niki o wartości stałej, nie ma konieczności wykonywania wielu pomiarów. Parame-
try zwarcia można oszacować według zależności [4]: 

2
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1=  (2.79) 

22
zzz RZX −=   (2.80) 



 

33 

Wobec małej wartości prądu magnesującego w stosunku do jego wartości 
znamionowej często używa się uproszczonego schematu zastępczego także z stanie 
obciążenia. Uproszczony schemat zastępczy transformatora w czasie normalnej 
pracy (tzn. pod obciążeniem większym od ok. 25% prądu znamionowego) pokaza-
no na rysunku 2.26. 

zXzR
'
2U

'
21 II =
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Rys. 2.26. Uproszczony schemat zastępczy transformatora energetycznego  
 
 
 
2.5. Zmienność napięcia 

 
 

W przypadku zmiany obciążenia transformatora napięcie na jego zaciskach zmie-
nia się. Zmiana spowodowana jest pojawieniem się spadków napięć na odpowied-
nich wartościach rezystancji i reaktancji rozproszenia strony pierwotnej i wtórnej. 
Używane jest tu pojęcie spadku napięcia. 

Spadek napięcia jest to wartość różnicy algebraicznej pomiędzy wartościami 
skutecznymi napięcia, strony pierwotnej i sprowadzonego do strony pierwotnej 
napięcia strony wtórnej. Wartość tak zdefiniowanego spadku napięcia jest zależna 
zarówno od wartości prądu, jak i charakteru obciążenia. Przy pominięciu gałęzi 
poprzecznej schematu zastępczego, dla danego kąta przesunięcia pomiędzy napię-
ciem a prądem strony wtórnej ϕ2, spadek napięcia można oszacować na podstawie 
parametrów wyznaczonych przy próbie zwarcia: 

22
'
21 sincos ϕϕ XzRz UUUUU +≈−=Δ  (2.81) 

Najważniejsze znaczenie praktyczne ma odpowiedź na pytanie, jaka jest war-
tość spadku napięcia, która wystąpi przy różnym charakterze obciążenia i wartości 
znamionowej prądu. Wartość tak zdefiniowaną nazywamy zmiennością napięcia [9]. 
Zależność zmienności napięcia od charakteru obciążenia pokazano na rysun-
ku 2.27. Ważnym wnioskiem z takiego kształtu tej zależności jest stwierdzenie, że 
napięcie po stronie wtórnej transformatora może być mniejsze (przy obciążeniu 
rezystancyjnym i indukcyjnym), jak i większe (przy pojemnościowym charakterze 
obciążenia) niż w stanie jałowym.  
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Rys. 2.27. Zależność zmienności napięcia od kąta i charakteru obciążenia   
(C – pojemnościowe, L – indukcyjne)  

 
Z uwagi na zależność zmienności napięcia od charakteru obciążenia w prakty-

ce pojawia się potrzeba regulacji napięcia po stronie wtórnej. Najczęściej zmienia 
się je poprzez wykorzystanie odczepów [9], zmieniając w ten sposób przekładnię 
transformatora w stanie beznapięciowym w zakresie do ±5% poprzez stosowanie 
odpowiednich przełączników zaczepów. Dla dużych transformatorów (blokowych 
i sieciowych) używa się także regulacji pod obciążeniem (w zakresie do ±20%). 

 
 
 

2.6. Transformatory trójfazowe 
 
 
2.6.1. Konstrukcja i sposoby połączeń 
 
Do transformacji energii elektrycznej w układach trójfazowych można wykorzy-
stać trzy jednostki jednofazowe (rys. 2.28). 

 
Rys. 2.28.  Idea budowy transformatora trójfazowego symetrycznego [9] 
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Rys. 2.29. Rdzeń trójfazowy symetryczny [9] 

 
Rozwiązanie takie jest jednak nieekonomiczne. Na rysunku 2.28 pokazano, 

jakie są wady użycia trzech jednostek jednofazowych. Jeśli ustawimy trzy jednost-
ki jednofazowe tak jak na rysunku 2.28a, to widzimy, że w trzech stykających się 
kolumnach występuje pole magnetyczne przesunięte w dziedzinie czasu o kąt 
120°. Suma tych trzech pól magnetycznych jest równa zeru, zatem możemy 
te kolumny usunąć bez zmiany działania tych trzech samodzielnych jednostek 
(rys. 2.28b). Pierwsze transformatory miały podobną konstrukcję (rys. 2.29) [9]. 

 
Rys. 2.30. Konstrukcja typowego transformatora 3-kolumnowego 

 

 
Rys. 2.31. Praktyczny rdzeń transformatora trójfazowego  
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Współczesne transformatory energetyczne budowane są w sposób podobny 
do jednofazowych rdzeni płaszczowych, różnica polega na tym, że każda z kolumn 
ma identyczny przekrój i wysokość. Na trzech kolumnach nawija się co najmniej 
po dwa uzwojenia, jedno pierwotne, a drugie wtórne (rys. 2.30). Przykładową kon-
strukcję pokazano także na zdjęciu na rysunku 2.31. 

Tak zbudowany rdzeń nie jest symetryczny. Pole magnetyczne w każdej ko-
lumnie wytwarzane jest poprzez wymuszenie sinusoidalnym napięciem zasilają-
cym i w stanie jałowym, przy założeniu symetrii napięć zasilających, możemy 
napisać, że w każdej kolumnie wartość maksymalna strumienia jest równa: 

1

4, 44
U

f z
=φ  (2.82) 

Strumienie mają przebieg sinusoidalny w czasie z przesunięciem w dziedzinie 
czasu o kąt 120°. Suma trzech wartości strumieni w czasie jest zatem równa zeru. 
Przy założeniu, że każda kolumna ma taką samą wartość powierzchni przekroju S, 
maksymalna wartość indukcji B w rdzeniu będzie identyczna w każdej kolumnie: 

S
B φ
=   (2.83) 

Wartość natężenia pola ma w każdej kolumnie wartość równą: 

μ
BH =  (2.84) 

Jako że trzy strumienie zerują się na obrzeżach środkowej kolumny, z prawa 
przepływu wynika, że w dwóch skrajnych kolumnach drogi pola magnetycznego 
są sobie równe (L1=L3), a w kolumnie środkowej jest ona wyraźnie mniejsza (L2), 
stąd wartości maksymalne prądów magnesujących (fazowych) dla uzwojeń nawi-
niętych w kolumnach skrajnych są większe: 

z
HLI

z
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z
HLII 2

1max
31

3max1max =>===  (2.85) 

Jako że wartości prądów magnesujących są znacznie mniejsze od wartości 
znamionowych, to fakt ich niesymetrii nie ma praktycznego znaczenia. W trans-
formatorze obciążonym prąd biegu jałowego można praktycznie pominąć. Analiza 
transformatora trójfazowego, przy symetrycznym zasilaniu i obciążeniu, polega na 
wykorzystaniu schematu zastępczego identycznego jak w transformatorze jednofa-
zowym. W przypadku symetrii zasilania i obciążenia w każdej fazie będzie wystę-
pował prąd o identycznej wartości skutecznej. Przebiegi czasowe napięć oraz 
strumieni w każdej kolumnie są symetryczne i przesunięte względem siebie o kąt 
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120°. Analizę pracy takiego transformatora można sprowadzić do jednej fazy 
i wykorzystać rozwiązania podane dla transformatora jednofazowego. Należy przy 
tym pamiętać, że parametry znamionowe podawane są jako napięcie międzyprze-
wodowe oraz prądy przewodowe, a w schemacie zastępczym używamy tylko wiel-
kości fazowych. Efektem jest zatem konieczność uwzględnienia w analizie trans-
formatorów trójfazowych sposobu skojarzenia uzwojeń strony pierwotnej i wtórnej. 

*

*

V

*
U W  

Rys. 2.32. Połączenie uzwojeń transformatora w trójkąt (D) 

V

U W  
Rys. 2.33. Połączenie uzwojeń transformatora w gwiazdę (Y) 

*
*

V

*

U W

*

*
*

 
Rys. 2.34. Połączenie uzwojeń transformatora w zygzak (Z) 

*

V

*
U W  

Rys. 2.35. Połączenie uzwojeń transformatora w tzw. otwarty trójkąt (V) 
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Rys. 2.36. Schemat i oznaczenia uzwojeń w transformatorze trójfazowym [6] 

 
Uzwojenia strony pierwotnej i wtórnej mogą być łączone w trójkąt (rys. 2.32), 

w gwiazdę (rys. 2.33), zygzak (rys. 2.34) lub tzw. otwarty trójkąt (rys. 2.35). Spo-
sób połączeń uzwojeń oznaczany jest jako tzw. grupa połączeń transformatora 
trójfazowego. Producent transformatorów energetycznych zwykle nie podaje ozna-
czeń w odniesieniu to strony pierwotnej i wtórnej. Przyjęto oznaczać wielkości 
znamionowe jako odniesione do tzw. strony górnej i dolnej. Strona górna dotyczy 
uzwojeń o wyższej wartości napięcia znamionowego, stąd grupa połączeń składa 
się z dużych i małych liter oznaczających sposób skojarzenia strony górnej i dol-
nej. Ważnym parametrem jest także cyfrowe oznaczenie tzw. przesunięcia godzi-
nowego. Przesunięcie godzinowe jest kątem przesunięcia fazowego pomiędzy 
wektorem napięcia międzyfazowego strony górnej i dolnej, liczonej od strony gór-
nej w kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu wskazówek zegara, do wektora od-
powiadającego takim samym oznaczeniom końcówek wektora strony dolnej. 

We wszystkich grupach połączeń mogą wystąpić przesunięcia godzinowe bę-
dące wielokrotnością 30°, stąd oznaczenie grup połączeń informuje nas o sposobie 
połączenia uzwojeń po stronie górnej, dolnej oraz o przesunięciu godzinowym 
podanej w jednostkach będących liczbą całkowitą podaną jako krotność 30°. 
Na przykład grupa Dy5 informuje, że strona górnego napięcia połączona jest 
w trójkąt, dolnego w gwiazdę o przesunięciu godzinowym równym 5x30°=150°. 

Przyjęto stosować litery D, Y dla połączeń strony górnej (trójkąt, gwiazda) 
oraz dla strony dolnej odpowiednio d, y, z. Poza literami wskazującymi połączenie 
uzwojeń ważnym składnikiem jest także informacja o tym, czy na tabliczkę zaci-
skową wyprowadzony jest przewód neutralny (N lub n). W przypadku zygzaka nie 
trzeba wpisywać tej informacji, gdyż zygzaka używa się tylko z wyprowadzonym 
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punktem zerowym (neutralnym). Wartość możliwych przesunięć godzinowych jest 
zależna od sposobu połączeń transformatorów: 

Yy, Dd – 0, 2, 4, 6, 8, 10 
 Yd, Yz – 1, 3, 5, 7, 9, 11 

 Dz – 0, 2, 4, 6, 8, 10 
W praktyce energetycznej buduje się transformatory o przesunięciach godzi-

nowych zalecanych przez Polskie Normy, są to wartości 0, 5, 6 i 11. 
Skąd bierze się potrzeba stosowania różnych grup połączeń transformatorów 

trójfazowych? Związane to jest z odpowiedzią na pytania: 
a) jakie są skutki wytworzenia pola magnetycznego w transformatorach trój-

kolumnowych w zależności od sposobu połączeń strony pierwotnej (zasilanej)? 
b) jakie są skutki pracy transformatorów energetycznych przy niesymetrycz-

nym obciążeniu? 
W pierwszym przypadku odpowiedzi należy szukać w analizie magnesowania 

rdzenia ferromagnetycznego. W przypadku wymuszenia sinusoidalnego przebiegu 
wartości strumienia magnetycznego w każdej fazie prąd magnesujący zawierać 
musi wszystkie nieparzyste harmoniczne. Największe znaczenie mają harmoniczne 
niskich rzędów, tzn. 1, 3, 5, 7… Ich amplitudy maleją wraz z ich rzędem, stąd naj-
większe znaczenia (poza pierwszą harmoniczną) ma harmoniczna trzecia. Proszę 
zwrócić uwagę na fakt, że w układzie trójfazowym symetrycznym 3-harmoniczna 
w przebiegu prądu ma przebieg identyczny w każdej fazie. W takim przypadku 
połączenie w trójkąt zapewnia możliwość przepływu prądu 3-harmonicznej. Prąd 
ten zamyka się wewnątrz trójkąta. W przypadku połączenia w gwiazdę bez prze-
wodu zerowego składnik ten nie występuje. Jeśli nie ma składnika 3-harmonicznej 
w prądzie magnesującym, składnik ten pojawić się musi w przebiegu strumienia 
magnetycznego. Problem jest istotny przede wszystkim w transformatorach o dużej 
mocy. Składnik 3-harmonicznej w przebiegu strumieni skojarzonych z uzwojenia-
mi w trzech fazach sumuje się i pole magnetyczne z nim związane zamyka się poza 
rdzeniem ferromagnetycznym. Stanowi on jeden ze składników tzw. składowej 
zerowej strumienia magnetycznego. W przypadku połączenia po stronie pierwotnej 
w gwiazdę bez przewodu zerowego, a w trójkąt po stronie wtórnej występuje 
3-harmoniczna w polu magnetycznym wytworzonym przez prądy uzwojenia pier-
wotnego. W trójkącie po stronie wtórnej pola indukują się napięcia 3-harmonicznej 
wewnątrz trójkąta. Napięcia te powodują przepływ prądu, który będzie przeciw-
działał wymuszeniu i zmniejszał (działanie „tłumiące”) wartość tego niepożądane-
go składnika pola. Zatem od strony magnesowania najlepiej jest stosować grupy, 
które mają połączenie w trójkąt po jednej ze stron. W przypadku konieczności 
stosowania obu uzwojeń połączonych w gwiazdę często stosuje się dodatkowe 
uzwojenie połączone w trójkąt, przy czym nie wyprowadza się zacisków tego 
uzwojenia na zaciski transformatora.  
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Istotny problem dotyczy skutków niesymetrii obciążenia transformatora trój-
fazowego, szczególnie w przypadku, gdy dopuszczamy pracę transformatora ob-
ciążonego po stronie wtórnej prądem jednakofazowym w każdej fazie (tzw. skła-
dowa zerowa prądu obciążenia). Rozważmy przypadek połączenia strony wtórnej 
w gwiazdę z przewodem zerowym (np. grupę Yyn). Jeśli przez przewód neutralny 
płynie prąd, to w każdej fazie pojawi się prąd składowej zerowej, który będzie, 
zgodnie z prawem przepływu Ampera, wytwarzał pole magnetyczne (składową 
zerową strumienia skojarzonego z każdym z uzwojeń fazowych). Ten składnik 
pola zamyka się na zewnątrz transformatora. W otoczeniu transformatora pojawi 
się zatem pole magnetyczne o wartości zależnej od wartości prądu składowej ze-
rowej. Transformator budujemy w taki sposób, aby jego oddziaływanie na otocze-
nie było jak najmniejsze. Istnienie składnika składowej zerowej strumienia może 
powodować silne zakłócenia elektromagnetyczne w otoczeniu transformatora oraz 
często zwiększenie napięć po stronie wtórnej w fazach z mniejszą wartością prądu 
(mniej obciążonych). Napięcie to może mieć wówczas wartość większą niż do-
puszczalna przez normy. Jeśli chcemy dopuścić pracę transformatora z możliwym 
obciążeniem składową zerową prądu, musimy dokonać zmian w połączeniu uzwo-
jeń transformatora. Wykorzystujemy tu wcześniej opisany sposób połączenia trans-
formatora w zygzak.  

 
Rys. 2.37. Idea eliminacji składowej zerowej strumienia magnetycznego przy obciążeniu  
transformatora składową zerową prądu 
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Zygzak powstaje poprzez rozdzielenie uzwojeń strony wtórnej transformatora 
na dwa identyczne składniki (rys. 2.37). Zgodnie z prawem przepływu prąd skła-
dowej zerowej wymusza powstanie siły magnetomotorycznej (smm) w jednym 
kierunku w górnym składniku połączeń, pokazanym na rysunku 2.37, oraz w kie-
runku przeciwnym w składniku dolnym. Pole magnetyczne powstaje na skutek 
sumy sił magnetomotorycznych obu składników. W przypadku, gdy każda z po-
wyższych części ma identyczną liczbę zwojów, wypadkowa wartość smm składo-
wej zerowej jest równa zeru. Uzyskujemy dzięki temu efekt eliminacji składowej 
zerowej strumienia magnetycznego przy umożliwieniu przepływu prądu składowej 
zerowej. Efekt ten uzyskany jest tu, przy zachowaniu takich samych napięć mię-
dzyfazowych, kosztem zwiększenia fizycznej liczby zwojów po stronie wtórnej. 

Jeśli przyjmiemy, że wartość skuteczna napięcia indukowanego od strumienia 
głównego jest równa U w każdej z części zygzaka, to napięcie fazowe, będące 
sumą fragmentów zygzaka z obu kolumn, gdzie strumień jest przesunięty o 120°, 
będzie równe: 

3fzU U=  (2.86) 

Napięcie międzyfazowe jest równe: 

UUU pz 333 ==  (2.87) 

Połączenie w gwiazdę tych samych uzwojeń spowoduje, że napięcie fazowe 
będzie wynosiło: 

UU fy 2=  (2.88) 

zaś wartość napięcia międzyfazowego: 

UU py 32=  (2.89) 

Stąd przy identycznej liczbie zwojów przełączenie układu z gwiazdy w zygzak 
powoduje zmniejszenie napięć po stronie wtórnej w proporcji: 

3 0,865
2

≈  (2.90) 

W celu utrzymania takiej samej wartości napięć należy zwiększyć całkowitą 
liczbę zwojów po stronie wtórnej o około 15%. 

W katalogach transformatorów trójfazowych nie ma zwykle informacji 
o przekładni zwojowej. Podawane są wartości znamionowe napięć strony górnej 
i dolnej oraz oznaczenie grupy połączeń. Analiza pracy transformatora, oparta 
na wykorzystaniu jego schematu zastępczego, wymaga wiedzy o sposobie przeli-
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czania wielkości ze strony wtórnej na pierwotną. Wielkość ta może być wyznacza-
na jako skutek indukowania się napięć fazowych po obu stronach transformatora 
i w praktyce przeliczana jako proporcje odpowiednich napięć fazowych strony 
górne i dolnej: 

fd

fG

U
U

k =  (2.91) 

Definiowana jest także wartość tzw. przekładni napięciowej jako proporcje 
napięć międzyfazowych strony górnej i dolnej: 

d

G
u U

U
k =  (2.92) 

 
Rys. 2.38. Schemat umieszczenia uzwojeń i tabliczki zaciskowej w transformatorze trójfazowym 
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Z faktu tego wynika prosty sposób wyznaczania przekładni transformatora k 
na podstawie znajomości przekładni napięciowej. Na przykład dla połączeń Dy 
możemy napisać: 

33
k

U

U
U
Uk

fy

fD

y

D
u ===  (2.93) 

a dla grupy Yz: 

k
U

U
U
Uk

fz

fY

z

Y
u ===

3

3
 (2.94) 

Sposób połączenia transformatora trójfazowego dla zadanej grupy połączeń 
możemy uzyskać według następującego algorytmu: 

I. Rysujemy fizyczne rozmieszczenie uzwojeń wraz z oznaczeniami końcó-
wek (np. według schematu na rys. 2.38). 

II. Łączymy uzwojenie strony górnej. 
III. Rysujemy trójkąt napięć międzyfazowych strony górnej (pamiętając o ko-

lejności oznaczeń UVW, zgodnie z kierunkiem wskazówek zegara) wraz z zaznacze-
niem połączeń na tabliczce zaciskowej zgodnie z przyjętym połączeniem w pkt II. 

IV. Rysujemy położenie wektorów napięć fazowych wewnątrz trójkąta napięć 
międzyfazowych. 

V. Wyznaczamy kąt przesunięcia godzinowego i rysujemy trójkąt napięć 
strony dolnej, obrócony o kąt równy przesunięciu godzinowemu. 

VI. Biorąc pod uwagę fakt, że napięcia fazowe indukowane po stronie górnej 
i dolnej na tych samych kolumnach są ze sobą w fazie, na boki (w trójkącie) lub do 
wewnątrz trójkąta strony dolnej (w gwieździe lub zygzaku) przesuwamy równole-
gle wektory odpowiednich napięć fazowych. 

VII. Łączymy uzwojenie strony dolnej, zgodnie z oznaczeniami uzyskanymi 
z pkt 6 . 

Analizę pracy transformatorów trójfazowych, łącznie z obliczaniem wartości 
parametrów schematu zastępczego na podstawie wiedzy o wartości mocy znamio-
nowej, mocy strat w żelazie i w uzwojeniach, wartości prądu biegu jałowego oraz 
napięcia zwarcia możemy wykonać według następującego algorytmu: 

I. Z wielkości znamionowych (międzyfazowych), w zależności od grupy połą-
czeń, wszystkie wielkości przeliczamy do wielkości fazowych. 

II. Wykorzystujemy przeliczone wielkości do szacowania parametrów schematu 
zastępczego oraz do wyznaczenia „efektywnej” przekładni zwojowej. 

III. Wykonujemy analizę obwodu według schematu zastępczego dla transforma-
tora jednofazowego. 

IV. Wyniki analiz przeliczamy na wielkości międzyfazowe dla danej grupy połączeń. 
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2.6.2. Praca równoległa transformatorów 
 
W energetyce często używa się rozwiązań polegających na wykorzystaniu kilku 
transformatorów energetycznych pracujących równolegle. Wiąże się z tym kilka 
ważnych warunków zapewniających poprawną pracę [9]: 

1) Przy nieobciążonej stronie wtórnej, w uzwojeniach transformatorów 
nie płyną żadne prądy poza prądami jałowymi. 

2) Ze wzrostem prądu obciążenia transformatory obciążają się równomiernie 
i osiągają swe prądy znamionowe jednocześnie. 

3)  Prądy transformatorów są ze sobą w fazie (prąd obciążenia jest równy 
sumie algebraicznej prądów transformatorów). 

Warunek 1 jest spełniony, gdy przekładnie transformatorów są sobie równe 
oraz gdy przesunięcia godzinowe są identyczne, co jest równoważne z warunkiem, 
żeby wartości chwilowe odpowiednich napięć były w każdej chwili sobie równe. 
Nierówność przekładni pociąga za sobą istnienie prądów wyrównawczych, ograni-
czonych tylko impedancją transformatorów. Dopuszcza się odchyłkę przekładni, 
z tym że nie może być ona większa niż 0,5%. 

Warunek 2 będzie spełniony, gdy wartości względne prądów względem ich 
prądów znamionowych są sobie równe: 
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 (2.95) 

Dla uproszczonego schematu zastępczego warunek ten będzie równoważny: 

...)2()2()2()2()1()1( === zzz ZIZIZI  (2.96) 

Biorąc pod uwagę, że napięcie zwarcia jest równe: 
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otrzymamy dla wartości bezwzględnych: 
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Warunek 2 będzie zatem spełniony, gdy napięcia zwarcia transformatorów 
przeznaczonych do pracy równoległej będą jednakowe. Przepisy polskie dopusz-
czają odchyłkę ±10% napięcia zwarcia. Warunek 3 będzie spełniony, gdy pokry-
wają się trójkąty zwarcia poszczególnych transformatorów, w praktyce spełnione 
jedynie dla nieznacznych różnic mocy znamionowych transformatorów, więc sto-
sunek mocy znamionowych nie może przekraczać proporcji 1:3. 
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2.6.3. Niesymetria obciążenia 
 

W praktyce dążymy do symetrycznej pracy w układach trójfazowych. Niestety, 
symetryczne obciążenie transformatorów nie zawsze jest możliwe do uzyskania, 
stąd ważna jest umiejętność analizy ich pracy przy niesymetrycznym obciążeniu. 
Od wielu lat do analizy pracy w stanach ustalonych używana jest metoda składo-
wych symetrycznych. Istota tej metody polega na tym, że każdy trójfazowy układ 
liniowy napięć, prądów czy strumieni skojarzonych można matematycznie prze-
kształcić do trzech składników symetrycznych, nazywanych składową zgodną, 
przeciwną i zerową. Składowa zgodna wektorów jest składnikiem, w którym wiel-
kości w fazach UVW są przesunięte względem siebie o kąt 120° w kierunku zgod-
nym z ruchem wskazówek zegara. Dla składowej przeciwnej wielkości w poszcze-
gólnych fazach są przesunięte także o kąt 120°, lecz w kierunku przeciwnym. 
Składowa zerowa to składnik, którego wartość, kierunek i zwrot są w każdej fazie 
identyczne. Matematycznie można dokonać przeliczenia wielkości zespolonych 
w układzie trójfazowym (np. prądów IU, IV, IW) na poszczególne składowe syme-
tryczne (zgodną I1, przeciwną I2 i zerową I0) według zależności: 
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Po analizie obwodu niezależnie dla każdej ze składowych możemy przeliczyć 
wielkości na ich rzeczywiste wartości w każdej z faz: 
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gdzie: 

2
3

2
13/2 jea j +−== π  (2.101) 

2
3

2
13/42 jea j −−== π  (2.102) 

12 −=+ aa  (2.103) 
01 2 =++ aa  (2.104) 
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Rys. 2.39. Schemat zastępczy transformatora dla składowej zerowej 

 
Dla składowej zgodnej i przeciwnej schemat zastępczy transformatora jest 

identyczny jak dla transformatora jednofazowego. Wyróżnić należy schemat za-
stępczy dla składowej zerowej. Jego postać oraz wartość jego parametrów zależy 
od grupy połączeń transformatora. Składowa zerowa może płynąć jedynie wów-
czas, gdy w układzie połączeń wyprowadzono przewód zerowy. Składowa zerowa 
może także pojawić się wewnątrz trójkąta i występuje tam tylko w prądach fazo-
wych (zamyka się wewnątrz trójkąta).  

Schemat zastępczy dla składowej zerowej pokazano na rysunku 2.39 [9]. War-
tości parametrów zostały sprowadzone tu do strony wtórnej. Rezystancje uzwojeń 
oraz reaktancje rozproszenia są tu identyczne jak dla składowej zgodnej i przeciw-
nej. Stan łączników W1 i W2 zależy od grupy połączeń. Łącznik W1 jest włączony 
w przypadku, gdy po stronie pierwotnej uzwojenia są połączone w trójkąt. Łącznik 
W2 jest włączony dla zygzaka po stronie wtórnej (brak strumienia składowej zero-
wej). Wartość rezystancji związanej ze stratami w żelazie jest związana z faktem, 
że przy istnieniu strumienia składowej zerowej pole magnetyczne obejmuje swoim 
zasięgiem między innymi kadź transformatora, w której występują duże straty (lity 
materiał). Istotnym czynnikiem, który może spowodować problemy w praktyce, 
jest możliwość wzrostu napięcia po stronie wtórnej w fazach mniej obciążonych, 
stąd przy niesymetrii obciążenia najlepszym rozwiązaniem jest dążność do mini-
malizacji impedancji dla składowej zerowej prądu. Najmniejsza wartość tej impe-
dancji występuje przy połączeniu uzwojenia w zygzak. 

W układach połączeń z wyprowadzonym punktem neutralnym (zerowym) po 
stronie wtórnej (Yyn, Yz) prądy składowej zerowej płyną jedynie po stronie wtór-
nej, przy czym wytwarzają one strumień składowej zerowej (tylko przy połączeniu 
w gwiazdę), który zamyka się w transformatorach 3-kolumnowych przez powietrze 
(oraz kadź i elementy konstrukcyjne, zwiększając straty transformatora), natomiast 
w transformatorach 5-kolumnowych przez kolumny skrajne. Dla układów połą-
czonych po stronie pierwotnej w trójkąt (Dyn) strumień składowej zerowej wytwa-
rza w trójkącie napięcia, które powodują przepływ prądu wewnątrz trójkąta, tłu-
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miąc w ten sposób strumień tej składowej. Daje to możliwość pracy takiego układu 
przy niewielkich obciążeniach niesymetrycznych. W dużych transformatorach 
o grupie Yyn – dodatkowo nawija się uzwojenie połączone w trójkąt bez wyprowa-
dzania jego końcówek na zewnątrz jedynie po to, by wytłumić składową zerową 
strumienia magnetycznego. W połączeniach strony wtórnej w zygzak strumienie 
składowej zerowej znoszą się, co umożliwia pracę w pełnym zakresie niesyme-
trycznego obciążenia. 

Jako przykład analizy obciążenia niesymetrycznego rozważmy stan obciążenia 
jednofazowego w układzie Yyn. Pomińmy w schemacie zastępczym prąd stanu 
jałowego. Prąd po stronie wtórnej występuje tylko w fazie U, więc IU = I, IV = IW = 0.  

Składowe symetryczne prądów po stronie wtórnej dla tego przypadku są równe: 
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Składowa zgodna, przeciwna i zerowa są sobie równe: 
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021 ===  (2.106) 

Odpowiednie wartości składowych po stronie pierwotnej są równe: 
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Prąd składowej zerowej po stronie pierwotnej nie płynie (brak przewodu neutralnego): 

0)0( =pI  (2.109) 

Odpowiednie prądy fazowe po stronie pierwotnej są równe: 
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2.7. Straty i sprawność  
 
 
W energetyce istotne znaczenie ma parametr związany z oceną jakości urządzeń 
elektrycznych. Jest to sprawność definiowana jako iloraz wartości mocy czynnej 
oddawanej przez transformator do mocy pobranej: 

2

2 obcj

P
P P P

=
+ Δ + Δ

η  (2.113) 

Moc P2 po stronie wtórnej jest równa: 

2222 cos3 ϕIUP =  (2.114) 

Starty jałowe ΔPj są to głównie straty w żelazie, natomiast straty obciążeniowe 
ΔPobc to straty mocy na rezystancji zwarcia: 
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Przy danej wartości prądu obciążenia I2 sprawność maleje wraz ze zmniejsza-
niem się współczynnika mocy strony wtórnej. Przy stałym współczynniku mocy 
sprawność zależy jedynie od I2. Wartość maksymalna występuje wówczas, gdy: 
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czyli w sytuacji, gdy straty obciążeniowe są równe stratom jałowym 

obcjP PΔ = Δ  (2.121) 
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W praktyce sprawność definiowana przez moce nie jest najlepszym wskaźni-
kiem efektywności przetwarzania energii. Znacznie lepszym wskaźnikiem jest tzw. 
sprawność energetyczna, definiowana jako iloraz odpowiednich energii przetwa-
rzanych w dłuższym okresie czasu (doba, tydzień, miesiąc itd.): 
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2.8. Wybrane stany nieustalone 
 
 
Analizę pracy transformatora w stanach przejściowych można przeprowadzić 
w oparciu o równania dynamiki. Oznaczmy kierunki prądów i napięć w transfor-
matorze tak jak na rysunku 2.40. Równania dynamiki przyjmują postać: 

111
1 iRu

dt
d
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 (2.123) 

112
2 iRu

dt
d

−=
ψ

  (2.124) 

 

 
Rys. 2.40. Schemat ideowy transformatora jednofazowego 

 
Wartość strumieni skojarzonych z uzwojeniami jest wynikiem rozkładu pola 

magnetycznego wytwarzanego przez prądy w obu uzwojeniach transformatora. 
Są one zależne zatem zarówno od prądów, jak i od stanu nasycenia rdzenia ferro-
magnetycznego: 

),( 2111 iif=ψ  (2.125) 
),( 2122 iif=ψ  (2.126) 
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Ich rozwiązanie jest trudne i większości przypadków stosuje się wiele uprosz-
czeń. Jednym z uproszczeń jest założenie o liniowości obwodu magnetycznego – 
można używać w takim przypadku stałych wartości, będących wynikiem proporcji 
pomiędzy strumieniami skojarzonymi a prądami, które wytwarzają pole magnetycz-
ne (nazywanych indukcyjnością własną L1 i L2 oraz indukcyjnością wzajemną M): 

2111 MiiL +=ψ  (2.127) 

2212 iLMi +=ψ    (2.128) 

Taka postać równań dynamiki ma zastosowanie jedynie w transformatorach, 
które pracują na liniowej części charakterystyki magnesowania. W transformato-
rach stosowanych w energetyce do przesyłania energii elektrycznej model liniowy 
jest poprawny jedynie w stanie zwarcia lub przy obciążeniu strony wtórnej impe-
dancją zbliżoną do znamionowej.  

Rozpatrzmy przypadek transformatora energetycznego jednofazowego, gdy 
zwarte jest uzwojenie strony wtórnej, czyli tzw. zwarcie udarowe. Przyjmijmy, że 
amplituda napięcia na zaciskach pierwotnych ma wartość stałą niezależnie od zja-
wisk zachodzących w transformatorze. Stan zwarcia udarowego możemy analizo-
wać jako włączenie transformatora przy zwartych zaciskach wtórnych. Możemy 
wówczas skorzystać z uproszczenia polegającego na pominięciu prądu jałowego. 
Uproszczone równanie dynamiki będzie wówczas zawierać jedynie rezystancję 
oraz indukcyjność zwarcia [13]: 

dt
diLiRu z

zzz +=1  (2.129) 

Napięcie zasilające możemy przedstawić wzorem: 

)sin(11 αω += tUu m  (2.130) 

gdzie kąt α wyznacza nam moment załączenia transformatora do sieci. Rozwiąza-
nie takiego równania jest sumą dwóch składowych (periodycznej i aperiodycznej): 

zazpz iii +=  (2.131) 

Składowa periodyczna przyjmuje postać: 

)sin(1 ϕαω −+= t
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m
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gdzie ϕ jest kątem pomiędzy prądem a napięciem w stanie ustalonym.  
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Składową aperiodyczną można przedstawić zależnością: 
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Stała czasowa obwodu jest równa: 

z

z
z R

LT =  (2.134) 

Wypadkowy prąd zwarcia zależy więc od momentu, w którym nastąpiło zwar-
cie. W momencie, gdy włączymy napięcie dla α równego ϕ, mamy stan ustalony 
(bez stanu przejściowego).  Największa możliwa wartość prądu udarowego wystę-
puje w momencie (α – ϕ) = 90°: 

zz Ii 22≅  (2.135) 

gdzie Iz jest wartością skuteczną prądu zwarcia w stanie ustalonym. 
Jako że wartość prądu zwarcia w stanie ustalonym może być nawet 20-krotnie 

większa od znamionowej wartości prądu, to wartość maksymalna w stanie zwarcia 
udarowego może przekraczać ponad 40-krotnie wartość maksymalną prądu zna-
mionowego. Tak duże wartości prądu udarowego mogą powodować nadmierne 
grzanie się uzwojeń w czasie trwania zwarcia oraz prowadzić do rozrywania uzwo-
jeń na skutek wytworzenia siły dynamicznej. Znajomość największej możliwej 
wartości prądu w stanie przejściowym jest istotna z uwagi na konieczność zapew-
nienia odpowiedniej wytrzymałości mechanicznej uzwojeń.  

Drugim ważnym przypadkiem jest tzw. prąd włączenia transformatora. Istotne 
problemy pojawiają się tu w sytuacji, gdy włączamy transformator na pełne napię-
cie przy rozłączonym obwodzie strony wtórnej. Równanie dynamiki wynika z fak-
tu, że następuje tu proces przejściowy związany z wytworzeniem dużej wartości 
pola magnetycznego (tzw. strumienia głównego). W takim przypadku nie można 
pominąć zjawiska nasycenia obwodu magnetycznego, a równanie dynamiki należy 
opisać zależnością: 

dt
diRu 0

000
Ψ

+=  (2.136) 

Wartość chwilowa napięcia zasilającego wynosi: 

)sin(0 αω += tUu m  (2.137) 

W stanie jałowym wartość indukcyjności L0 nie jest stała i zależy od stanu na-
sycenia maszyny, stąd dla potrzeb analizy równanie dynamiki zapiszemy dla po-
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chodnej strumienia. Dla uproszczenia w równaniu (2.136) możemy przyjąć, że 
spadek napięcia na rezystancji jest znacznie mniejszy od napięcia indukowanego 
na skutek zmian pola magnetycznego w czasie. Możemy zatem przyjąć, że spadek 
napięcia na rezystancji jest równy: 

Ψ≈
0

0
00 L

RiR  (2.138) 

Równanie dynamiki przyjmuje postać: 

dt
d

L
RtUm

Ψ
+Ψ=+

0

0)sin( αω  (2.139) 

Rozwiązanie równania ma dwie składowe strumienia, periodyczną: 

)sin(0 ϕαω −+Ψ=Ψ tpmp  (2.140) 

i aperiodyczną: 

0)sin(0
T
t

ama e
−

−Ψ=Ψ ϕα  (2.141) 

 
Rys. 2.41. Przykładowy przebieg strumienia magnetycznego w stanie przejściowym [9] 

 
Podobnie jak przy zwarciu stan przejściowy zależy od chwili włączenia trans-

formatora do sieci. W najkorzystniejszym przypadku, gdy (α0 – ϕ0) = 0, od razu 
powstaje strumień sinusoidalny równy strumieniowi w stanie ustalonym. 

Biorąc pod uwagę fakt istnienia remanentu magnetycznego ψr, w najgorszym 
przypadku wartość chwilowa strumienia magnetycznego może osiągnąć wynik 
(rys. 2.41): 

ru Ψ+Ψ≈Ψ 2max  (2.142) 
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Rys. 2.42. Przykładowy przebieg prądu włączenia transformatora (symulacje numeryczne) 

 

 
Rys. 2.43. Przykładowy przebieg strumienia w czasie włączenia transformatora (symulacje numeryczne) 

 
Ponad dwukrotny wzrost strumienia powoduje silne nasycenie rdzenia i duży 

wzrost prądu magnesującego, nawet do wartości ponad 200 razy większej niż 
w stanie ustalonym [8]. Jeśli prąd biegu jałowego jest równy na przykład 1% prądu 
znamionowego, to w najgorszym przypadku wartość maksymalna prądu włączenia 
może być dwukrotnie większa od prądu znamionowego. Stan taki może powodo-
wać zadziałanie zabezpieczeń transformatora. Silne nasycenie skutkuje nie tylko 
dużą wartością prądu w stanie przejściowym, lecz także znacznie wydłuża czas 
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dojścia do stanu ustalonego. Przykładowe wyniki modelowania matematycznego 
załączenia transformatora jednofazowego pracującego bez obciążenia pokazano 
na rysunkach 2.42 (prąd) i 2.43 (strumień). 

 
 
 

2.9. Uwagi ogólne 
 
 
Transformatory energetyczne używane są przede wszystkim do przesyłania energii 
na duże odległości i występują w różnych rodzajach pracy: 
− transformatory podwyższające napięcie (blokowe – moc rzędu setek MVA, 

przy wysokim napięciu wtórnym do 400 kV); 
− transformatory obniżające napięcie (zwykle dwustopniowo: np. 220/15 kV, 

sieciowe – moce rzędu dziesiątek i setek MVA; 15/0,4 kV – rozdzielcze 
63÷1600 kVA); 

− transformatory przekazujące energię w kierunku zależnym od pracy układu 
energetycznego (np. sprzęgające – dołączenia sieci o różnych wartościach wy-
sokich napięć, np. 220/400 kV). 
W zależności od mocy oraz miejsca instalacji używa się transformatorów po-

wietrznych oraz olejowych. W transformatorach olejowych zalewa się uzwojenie 
z rdzeniem olejem (lub innymi płynami), którego celem jest poprawa własności 
izolacyjnych, jak i polepszenie oddawania ciepła do otoczenia. Poza rdzeniem 
i uzwojeniami transformatory są wyposażone w wiele urządzeń wspomagających 
ich eksploatację. W starszych rozwiązaniach stosowano na przykład.: 
− konserwator oleju – ograniczenie styku oleju z powietrzem, 
− rurę wybuchową (przy mocach większych od 2 MVA) – zawór bezpieczeń-

stwa, który ma zapobiegać możliwości rozsadzenia kadzi wskutek zbyt dużego 
ciśnienia wewnętrznego, 

− przekaźnik gazowo-podmuchowy (w starszych konstrukcjach przekaźnik Bu-
chholtza z 1921 r.),  
Współcześnie stosuje się transformatory hermetyczne, czyli zamknięte przed 

dostępem powietrza do czynnika chłodzącego (głównie olej). W takim przypadku 
niezbędna jest kontrola stanu oleju (tzn. jego temperatury, ciśnienia czy składu 
chemicznego). Konieczne jest także stosowanie różnego typu zabezpieczeń za-
pewniających poprawną pracę w zależności od mocy, typu, grupy połączeń, do-
puszczalnej niesymetrii obciążenia oraz innych czynników, takich jak na przykład 
udary piorunowe. 

Jednym z parametrów opisujących maszyny elektryczne jest informacja o ro-
dzaju zastosowanej izolacji. O jej jakości decyduje tzw. klasa ciepłoodporności 
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izolacji, dla której w starszych normach definiowano dopuszczalne przyrosty tem-
peratur względem znamionowej temperatury otoczenia (40°C w Europie) i ozna-
czano:  

• Klasa A - 60°  
• Klasa E - 65°÷75° 
• Klasa B - 70°÷80° 
• Klasa F - 85°÷100° 
• Klasa H - 105°÷125° 
Aktualne normy podają maksymalne dopuszczalne wartości temperatur 

w najcieplejszym miejscu transformatora: 
• Klasa A - 105°  
• Klasa B - 130° 
• Klasa F - 155° 
• Klasa H - 180° 
• Klasa N - 200° 
• Klasa R - 220° 
• Klasa S - 240° 
• Klasa C > 240° 
Poza konstrukcjami transformatorów energetycznych w praktyce transforma-

tory używane są w wielu innych zastosowaniach. Transformatory występują jako 
transformatory spawalnicze, prostownikowe, autotransformatory. Poza zagadnie-
niami energetyki transformatory wykorzystywane są w większości urządzeń sto-
sowanych w praktyce. Występują w zasilaczach urządzeń elektronicznych, są nie-
zbędne jako układy zapewniające izolację galwaniczną w elektronice, w medycynie 
i telekomunikacji. Pracują w zakresie małych częstotliwości, jak i częstotliwości 
rzędu kilkuset kHz. Budowane są transformatory kriogeniczne (wykorzystujące 
zjawisko nadprzewodnictwa), jak i bez rdzenia ferromagnetycznego (powietrzne), 
głównie przy większych częstotliwościach w układach zasilania bezprzewodowego 
(np. samochodów elektrycznych).  

Transformatory pracują jako urządzenia pomiarowe. Przekładniki prądowe 
to urządzenia zapewniające bezpieczny pomiar dużych prądów lub prądów w ukła-
dach wysokonapięciowych i są to transformatory pracujące przy zwarciu strony 
wtórnej. Przekładniki napięciowe to urządzenia do pomiaru wysokich napięć 
i pracują przy braku obciążenia (stan jałowy transformatora).  

Niezależnie od mocy, przeznaczenia, rozwiązań konstrukcyjnych należy pa-
miętać, że podstawowa zasada ich działania jest identyczna. Różnice dotyczą celu 
stosowania i wynikających stąd cech szczególnych.  
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3. Maszyny indukcyjne  
 
 
 
3.1. Budowa i zasada działania  
 
 
Zasada działania maszyny indukcyjnej (asynchronicznej) opiera się na zjawiskach, 
które występują w przypadku, gdy pole magnetyczne porusza się względem prze-
wodnika pokazanego na rys. 3.1. Jeśli wymusimy ruch pola magnetycznego 
z prędkością v, w przewodniku (pręcie o długości l pod wpływem indukcji magne-
tycznej B) pojawi się napięcie (siła elektromotoryczna e): 

Blve =   (3.1) 

Wobec faktu, że obwód elektryczny na tym rysunku jest zamknięty, przez pręt 
przepłynie prąd o wartości i. Prąd ten, współdziałając z polem magnetycznym, 
spowoduje powstanie siły mechanicznej F o wartości: 

BilF =  (3.2) 

 
Rys. 3.1. Przesuwanie pola magnetycznego nad przewodnikiem [20] 
 

Praktycznym rozwiązaniem wykorzystującym taką ideę pracy jest wytworze-
nie pola poruszającego się ze stałą prędkością wobec przewodnika (klatki) pokaza-
nego na rysunku 3.2.  
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Rys. 3.2. Klatka wirnika maszyny indukcyjnej [20] 

 
 

 

Rys. 3.3. Zasada wytworzenia wirującego pola magnetycznego z wykorzystaniem  
uzwojenia trójfazowego rozłożonego w żłobkach stojana maszyny indukcyjnej 
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Rys. 3.4.  Zasada działania maszyny indukcyjnej 

 
Wirujące pole magnetyczne można wytworzyć poprzez umieszczenie w żłob-

kach stojana (rys. 3.3a) trójfazowego uzwojenia zasilonego trzema prądami prze-
suniętymi w dziedzinie czasu o kąt 120° (rys. 3.3b). Na rysunku 3.3 pokazano roz-
kład pola magnetycznego wytworzonego na skutek prądów płynących w 3-fazowym 
uzwojeniu stojana w czterech chwilach czasu A, B, C i D. Widoczna jest tu zmiana 
rozkładu pola magnetycznego w szczelinie powietrznej pomiędzy stojanem a wir-
nikiem. W takim przypadku pole magnetyczne porusza się wobec prętów klatki 
(rys. 3.4) ze stałą prędkością kątową (nazywaną prędkością synchroniczną), wyni-
kającą z częstotliwości napięcia zasilającego, w prętach wirnika indukuje się na-
pięcie, które wobec zamkniętego obwodu wirnika wymusi przepływ prądu. Prąd, 
współdziałając z polem magnetycznym, spowoduje powstanie momentu elektro-
magnetycznego. Moment obrotowy, zgodnie z zależnością (3.3), będzie powodo-
wał wzrost prędkości obrotowej. 

dM
dt
dJ =
ω

 (3.3) 

gdzie J jest momentem bezwładności podanym w kgm2, ω jest prędkością kątową 
w rad/s, Md jest momentem dynamicznym. Moment Md jest wynikiem różnicy 
momentu wytwarzanego w maszynie Me oraz momentu oporowego Mo: 

oed MMM −=   (3.4) 

W przypadku, gdy pominiemy moment oporowy (hamujący), prędkość wiro-
wania wirnika będzie zwiększać się aż do momentu, gdy wartość momentu wytwa-
rzanego w maszynie spadnie do zera. Stan taki wystąpi tylko w przypadku, 



 

59 

gdy prąd płynący przez pręty wirnika spadnie do zera. Ma to miejsce w sytuacji, 
gdy wirnik porusza się z prędkością równą prędkości przemieszczania się pola ma-
gnetycznego (pręty i pole magnetyczne są wówczas nieruchome względem siebie). 

Pole magnetyczne wirujące wewnątrz maszyny może zmieniać się na obwo-
dzie wirnika (w szczelinie powietrznej pomiędzy stojanem a wirnikiem), może 
mieć liczbę par biegunów p>1 (rys. 3.5). W przypadku jednej liczby par biegunów 
(rys. 3.5A), gdy do wytworzenia pola wirującego magnetycznego wykorzystamy 
uzwojenia zasilone napięciem o częstotliwości f, a identyczny rozkład pola magne-
tycznego w przestrzeni będzie powtarzał się zgodnie z częstotliwością zmian prą-
du, kąt przemieszczenia pola jest równy 2π. Prędkość wirowania tak wytworzone-
go pola jest równa pulsacji napięcia zasilającego: 

122 ωππω === f
Ts  (3.5) 

W przypadku dwóch par biegunów na obwodzie (rys. 3.5B), po jednym od-
cinku czasu T, pole magnetycznie przemieści się o kąt mechaniczny równy π. 
W takiej sytuacji prędkość wirowania pola magnetycznego jest równa: 

22
2

2
2 1ωπππω ====

f
TTs  (3.6) 

W ogólnym przypadku, gdy liczba par biegunów jest równa p, otrzymamy 
wzór na prędkość synchroniczną kątową w rad/s: 

pp
f

s
12 ωπω ==  (3.7) 

 
Rys. 3.5. Liczba par biegunów w maszynie indukcyjnej (asynchronicznej) (A) p = 1, (B) p = 2 
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W praktyce używa się prędkości obrotowej w jednostkach obr/min jako że je-
den obrót to 2π rad, a w minucie mamy 60 s, to prędkość synchroniczną wyrażoną 
w obr/min możemy przedstawić według zależności: 

p
fns

60
=  (3.8) 

W literaturze angielskojęzycznej ([2], [3], [11], [12], [16], [20]) często używa 
się pojęcia liczby biegunów p’ = 2p, wówczas: 

'
120

p
fns =  (3.9) 

2[rad / s] [obr / min]
60s sn=
πω   (3.10) 

[obr / min] 9,55 [rad / s]s sn = ω     (3.11) 

W przypadku, gdy poza momentem wytworzonym w maszynie będzie wystę-
pował moment hamujący, w stanie ustalonym prędkość obrotowa wału wirnika n 
musi różnić się od synchronicznej – tylko w takim przypadku maszyna może wy-
tworzyć moment o wartości równej momentowi obciążenia. Pojawi się w takiej 
sytuacji różnica pomiędzy tymi prędkościami, a jej wartość w odniesieniu do pręd-
kości synchronicznej nazywamy poślizgiem: 

s

s

n
nns −

=    (3.12) 

Zwróćmy uwagę na fakt, że w przypadku nieruchomego (n = 0) wirnika s = 1 
w wirniku indukuje się napięcie o wartości Ur0 i częstotliwości równej częstotliwo-
ści napięcia zasilającego uzwojenia stojana. W miarę wzrostu prędkości obrotowej 
maleje poślizg, maleje także napięcie indukowane w uzwojeniach wirnika, jak 
i jego częstotliwość:  

fsf =2  (3.13) 

02 rUsU =   (3.14) 

Maszyna asynchroniczna (indukcja) zbudowana jest z nieruchomego stojana 
oraz ruchomego wirnika (rys. 3.6). Wirnik mocowany jest do części nieruchomej 
poprzez umieszczenie na jego wale łożysk, montowanych w gniadach tarcz 
łożyskowych dokręcanych do obu stron stojana. Zwykle na wale maszyny 
asynchronicznej umieszczony jest wentylator, którego celem jest wymuszenie 
ruchu powietrza wewnątrz maszyny, odbierając w ten sposób energię cieplną 
wytwarzaną w uzwojeniach i rdzeniach stojana i wirnika (wymuszone chłodzenie). 
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Zamiast wirnika klatkowego możemy na żłobkach wirnika umieścić 
uzwojenie trójfazowe (pobobne jak w stojanie). Uzwojenie jest zwykle połączone 
w gwiazdę, a końce jego połączone są z trzema pierścieniami (rys. 3.7). 
Do pierścieni dosunięte są szczotki umieszczone w szczotkotrzymaczach i dalej 
są podłączone do zasisków na tabliczce zaciskowej maszyny.  

Rozwiązanie takie umożliwia dołączenie do obwodu wirnika dodatkowych 
elementów (np. rezystancji). Maszyna o takiej budowie może także być wykorzystana 
jako przesuwnik fazowy, regulator indukcyjny, czy też elektromaszynowa 
przetwornica częstotliwości. 

 

 
Rys. 3.6. Przykład budowy maszyny indukcyjnej klatkowej [20] 

 

 
Rys. 3.7. Przykład budowy maszyny indukcyjnej pierścieniowej [20] 

 
Uzwojenie stojana (także wirnika) powinno wytwarzać wirujące pole kołowe. 

Rozkład pola magnetycznego na obwodzie maszyny powinien być jak najbliższy 
funkcji sinusoidalnej. Taki kształt pola powoduje, że przy stałej prędkości wirowa-
nia wirnika napięcie indukowane (oraz prąd) ma także przebieg sinusoidalnie 
zmienny w czasie o częstotliwości podanej wzorem (3.13). 
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Wirującym polem kołowym możemy zatem nazwać pole magnetyczne 
o sinusoidalnym rozkładzie w szczelinie powietrznej maszyny, przy czym wartość 
maksymalna (amplituda) jest niezależna od czasu, a jego położenie względem sto-
jana zmienia się w czasie ze stałą prędkością, nazywaną prędkością synchroniczną. 
Rozkład pola o takich cechach uzyskuje się poprzez odpowiednie rozłożenie uzwo-
jeń trzech faz na obwodzie stojana, co pokazano na rysunku 3.8. Zielona linia 
oznacza rozkład idealny, który stanowi 1-harmoniczna rzeczywistego rozkładu 
pola (linia czerwona). Rysunek pokazuje rozkład pola wyznaczony dla dwuwar-
stwowego uzwojenia stojana umieszczonego w 36 żłobkach dla liczby par biegu-
nów p = 2, przy założeniu, że szczelina powietrzna jest równomierna. 

 

 
Rys. 3.8. Rozkład pola magnetycznego w szczelinie powietrznej maszyny asynchronicznej 

 
 
3.2. Schemat zastępczy maszyny indukcyjnej 

 
Schemat zastępczy maszyny indukcyjnej pierścieniowej opiera się na zjawi-

skach wynikających z jego zasady działania (rys. 3.4). Przyjmijmy, że maszyna 
zasilana jest symetrycznym napięciem trójfazowym. Napięcie to wymusi przepływ 
prądów, które wytworzą wirujące pole magnetyczne. Pole to spowoduje zaindu-
kowanie się napięć w wirniku. Jego częstotliwość będzie proporcjonalna do pośli-
zgu s oraz częstotliwości napięcia stojana f. 
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Rys. 3.9. Reprezentacja zjawisk w maszynie indukcyjnej klatkowej 
 

Napięcie indukowane w wirniku spowoduje przepływ prądu w trzech fazach. 
W takiej sytuacji w szczelinie powietrznej wystąpi wypadkowe wirujące pole ma-
gnetyczne, które w stanie ustalonym będzie powodowało indukowanie się napięć 
w uzwojeniach stojana i wirnika. Wartości napięć indukowanych będą różniły się 
wartością z uwagi na różną liczbę zwojów w stojanie i wirniku oraz innym sposo-
bem rozłożenia uzwojeń w żłobkach stojana i wirnika. W równaniu jednej fazy 
stojana należy uwzględnić rezystancję uzwojenia stojana R1, indukcyjność rozpro-
szenia L1 oraz napięcie indukowane od wirującego wypadkowego pola magnetycz-
nego e1. Prąd oraz napięcia w stojanie zmieniają się sinusoidalnie z częstotliwością 
f, stąd (rys. 3.9): 

1 1 11 1 12U R I j f L I E= + +π    (3.15) 

Równanie Kirchhoffa dla jednej fazy wirnika w przypadku, gdy pierścienie 
są zwarte, można opisać wzorem: 

2 2 22 22E R I j s f L I= + π  (3.16) 

Taka postać wzoru wynika z faktu, że napięcie w wirniku jest proporcjonalne 
do poślizgu. Wartość napięcia indukowanego w wirniku E2 jest proporcjonalna 
do jego wartości przy prędkości równej zeru U20 oraz do wartości poślizgu s, stąd: 

2 2 220 2 22E sU R I j s f L I= = + π  (3.17) 

Równanie wirnika możemy obustronnie podzielić przez poślizg s. Otrzymamy: 

2
2 220 22

R
U I j f L I

s
= + π  (3.18) 

Dla maszyny indukcyjnej pierścieniowej możemy zdefiniować pojęcie prze-
kładni k, której wartość jest związana z ilością zwojów uzwojenia stojana i wirnika 
oraz ze sposobu ich rozłożenia na obwodzie stojana i wirnika: 

20

1

U
Ek =  (3.19) 
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W takim przypadku możemy wykonać przeliczenia parametrów wirnika 
do obwodu stojana, uzyskując w ten sposób wartość napięcia sprowadzonego 
do obwodu stojana w sposób identyczny jak w transformatorze. Oznaczamy para-
metry sprowadzone do obwodu stojana jako: 

k
II 2'

2 =  (3.20) 

2
2'

2 RkR =  (3.21) 
' 2
2 22X k f L= π  (3.22) 

1 12X f L= π  (3.23) 

Otrzymamy: 

'
2

'
2

'
2

'
2

120 IjXI
s

REUk +==  (3.24) 

Równania stojana i wirnika mają część wspólną, jaką jest wartość napięcia in-
dukowanego od wypadkowego pola wirującego i podobnie, jak w przypadku trans-
formatora, możemy je zastąpić spadkiem napięcia na reaktancji magnesującej Xμ. 
Możemy także uwzględnić fakt istnienia strat w żelazie stojana poprzez dołączenie 
równolegle do reaktancji magnesującej wartości rezystancji odpowiadającej 
za straty w żelazie Rfe, uzyskując schemat zastępczy maszyny asynchronicznej 
pokazany na rysunku 3.10. 
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Rys. 3.10. Schemat zastępczy maszyny indukcyjnej klatkowej 

 
Biorąc pod uwagę, że: 

s
sRR

s
R −

+=
1'

2
'
2

'
2  (3.25) 

schemat zastępczy możemy narysować w postaci (rys. 3.11) pokazującej zamianę 
energii elektrycznej na mechaniczną oraz wskazującej składniki związane ze stra-
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tami energii na rezystancji stojana R1, wirnika R2
’, jak też straty w żelazie Rfe. Prze-

kształcenie mocy elektrycznej na mechaniczną można wyrazić zależnością: 

2'
2

'
231 IR

s
sPM

−
=  (3.26) 
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Rys. 3.11. Schemat zastępczy maszyny indukcyjnej uwzględniający zamianę energii elektrycznej  
na mechaniczną 

 
Oznaczając straty w wirniku jako sumę strat w 3 fazach na rezystancji wirnika 

w postaci: 
2'

2
'
22 3 IRPcu =Δ  (3.27) 

otrzymamy: 

2
1

cuM P
s

sP Δ
−

=  (3.28) 

Całkowita moc przekazywana za pośrednictwem wirującego pola magnetycz-
nego nazywana jest często mocą idealną (mocą szczelinową) i jest równa: 

s
P

P cu
i

2Δ
=  (3.29) 

stąd: 

iM PsP )1( −=  (3.30) 

Moment elektromagnetyczny, wytworzony w maszynie indukcyjnej, jest rów-
ny: 

s
PP

s
PsPM
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s

i

s
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e ωωωω
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)1( Δ

==
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−

==  (3.31) 
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Rys. 3.12. Uproszczony schemat zastępczy maszyny indukcyjnej 

 
Schemat zastępczy maszyny klatkowej ma identyczną postać jak dla maszyny 

pierścieniowej. Praktyczna różnica polega na tym, że do uzwojeń wirnika 
w maszynie pierścieniowej możemy dołączyć dodatkowe składniki, natomiast ma-
szyna klatkowa ma trwale uzwojenie zwarte. Rozwiązanie takie jest znacznie tań-
sze, a jednocześnie bardziej niezawodne od maszyny pierścieniowej.  

W praktyce istotną zależnością w maszynie indukcyjnej jest zależność mo-
mentu od prędkości obrotowej. Zależność tę nazywamy charakterystyką mecha-
niczną. W celu jej uzyskania przyjmijmy, że możemy pominąć prąd biegu jałowe-
go. W przypadku małej wartości poślizgu s możemy także pominąć wartość rezy-
stancji stojana: 

s
RR

'
2

1 <<  (3.32) 

Tak uproszczony schemat zastępczy maszyny indukcyjnej pokazano na rysun-
ku 3.12. Wartość prądu wirnika możemy wówczas oszacować według zależności: 
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=  (3.33) 

Moment elektromagnetyczny jest równy: 
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 (3.34) 

Po przekształceniu otrzymamy: 
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Wartości ekstremalne wyznaczymy z warunku: 

0=
ds

dMe  (3.36) 

stąd: 

0)( 2'
2

2'

=++− rs
r XX

s
R

 (3.37) 

'

'

rs

r
k XX

Rs
+

±=  (3.38) 

Tak wyznaczoną wartość poślizgu nazywamy poślizgiem krytycznym, przy 
czym wartość dodatnia wyznacza nam maksymalną (krytyczną) wartość momentu 
przy pracy silnikowej, a ujemna przy pracy generatorowej: 

)(2
3

'
11

2
1

XX
UM

s
k +

±=
ω

 (3.39) 

Prędkość krytyczną możemy obliczyć z zależności: 

)1( ksk s−=ωω  (3.40) 

Podstawiając wzory (3.40) i (3.39) do równania (3.35) otrzymamy tzw. uproszczony 
wzór Klossa: 

s
s

s
s

MM
k

k

k
e

+
=

2
 (3.41) 

Wzór Klossa jest bardzo wygodnym uproszczeniem charakterystyki mecha-
nicznej silnika asynchronicznego, stąd często używany jest w technice do szaco-
wania różnych wielkości w maszynie indukcyjnej. W katalogach producent podaje 
wartość tzw. przeciążalności momentem λ, która wyraża proporcje pomiędzy mo-
mentem krytycznym Mk a momentem znamionowym Mn: 

n

k

M
M

=λ  (3.42) 

Wartość poślizgu krytycznego możemy wówczas obliczyć ze wzoru Klossa: 

λ2=+
n

k

k

n

s
s

s
s

 (3.43) 
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02 22 =+− nknk ssss λ  (3.44) 

)1(444 22222 −=−=Δ λλ nnn sss   (3.45) 

)1( 2 −±= λλnk ss  (3.46) 

Dwa rozwiązania są efektem symetrii względem poślizgu znamionowego 
i krytycznego. Jeśli obliczamy wartość poślizgu krytycznego na podstawie znajo-
mości poślizgu znamionowego, wówczas liczymy jego wartość według zależności: 

)1( 2 −+= λλnk ss  (3.47) 

Analogiczne obliczenia poślizgu dla danego momentu obciążenia (na części 
stabilnej charakterystyki mechanicznej) należy wykonywać według zależności: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= 1)2

M
M

M
Mss kk

k  (3.48) 

Postępowanie takie umożliwia szacowanie prędkości obrotowej dla znanej 
wartości momentu obciążenia. Wykorzystanie wzoru Klossa umożliwia analizę 
pracy maszyny indukcyjnej bez wyznaczania parametrów schematu zastępczego. 
Istotne znaczenie w przewidywaniu, jak zmienią się wielkości typu moment kry-
tyczny, poślizg krytyczny czy prędkość krytyczna, ma znajomość wpływu takich 
wielkości, jak częstotliwość napięcia stojana f, wartość skuteczna napięcia stojana 
U1 oraz rezystancji w obwodzie wirnika R2

’, na wartość momentu i poślizgu kry-
tycznego. 

 
 
 

3.3. Charakterystyka mechaniczna 
 
 

Na postawie uproszczonego wzoru Klossa możemy narysować kształt charak-
terystyki mechanicznej (rys. 3.13). Charakterystyczne dla tego przebiegu są nastę-
pujące wielkości:  

− moment krytyczny dla pracy silnikowej Mk, 
− moment krytyczny dla pracy prądnicowej – Mk, 
− moment rozruchowy Mr (moment dla prędkości równej zeru, s = 1), 
− prędkość synchroniczna ωs (s = 0), 
− poślizg krytyczny sk (oraz prędkość krytyczna ωk) dla pracy silnikowej, 
− poślizg krytyczny – sk dla pracy generatorowej. 
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Rys. 3.13. Charakterystyka mechaniczna maszyny indukcyjnej 

 
Kształt charakterystyki jest zależny od parametrów zasilania (częstotliwości 

i napięcia stojana) oraz od wartości rezystancji w obwodzie wirnika R2’. W celu 
przewidywania zmian kształtu oraz wyznaczenia prędkości obrotowej w różnych 
warunkach pracy warto znać podstawowe zależności i proporcje dotyczące opisa-
nych wyżej punktów charakterystycznych: 

f
Rcs r

k
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1=  (3.49) 

2

2
1

2 f
UcM k =  (3.50) 

)1( ss −=ωω  (3.51) 

pp
f

s
12 ωπω ==  (3.52) 

Wartość skuteczna prądu wirnika jest równa zeru jedynie przy prędkości syn-
chronicznej i wraz ze wzrostem modułu poślizgu rośnie. Wartość minimalna prądu 
stojana występuje wówczas, gdy poślizg jest równy zeru – jest to prąd idealnego 
biegu jałowego (rys. 3.14). Na podstawie wyżej wymienionej zależności w prosty 
sposób możemy przewidywać zmianę kształtu charakterystyki mechanicznej. Mo-
żemy przewidywać, jak zmieni się prędkość przy danej wartości momentu obcią-
żenia i zmianie parametrów zasilania. Jeśli na przykład dwukrotnie zwiększymy 
częstotliwość napięcia zasilającego to moment krytyczny zmaleje czterokrotnie, 
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zaś prędkość synchroniczna wzrośnie dwukrotnie (rys. 3.15). Dwukrotne zmniej-
szenie napięcia zasilającego spowoduje czterokrotne zmniejszenie momentu kry-
tycznego (rys. 3.16). Dwukrotne zwiększenie rezystancji w obwodzie wirnika 
spowoduje jedynie zwiększenie nachylenia charakterystyki mechanicznej (dwu-
krotne zwiększenie poślizgu krytycznego) (rys. 3.17). 

 

 
Rys. 3.14. Wartość skuteczna prądu stojana I1 i wirnika I2

’ w zależności od prędkości kątowej 
  
 

 
Rys. 3.15. Wpływ wzrostu częstotliwości napięcia zasilającego na kształt charakterystyki mechanicznej 
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Rys. 3.16. Wpływ zmiany napięcia zasilającego na kształt charakterystyki mechanicznej 

 
 

 
Rys. 3.17. Wpływ zmiany rezystancji w obwodzie wirnika na kształt charakterystyki mechanicznej 
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Rys. 3.18. Wpływ zmian częstotliwości i napięcia (przy zachowaniu stałego strumienia) 
 na kształt charakterystyki mechanicznej 

 
Dokładniejszej analizy wymaga wpływ zmniejszenia częstotliwości lub zwięk-

szenia napięcia zasilającego. W obu przypadkach takie zmiany mogą prowadzić 
do zniszczenia maszyny. Przy biegu jałowym maszyny indukcyjnej wartość napię-
cia indukowanego na skutek wirowania pola magnetycznego jest w przybliżeniu 
równa napięciu zasilającemu. Zależność na wartość napięcia indukowanego, 
przy sinusoidalnej zmienności strumienia magnetycznego w czasie, można, podob-
nie jak w transformatorach, wyrazić wzorem: 

1 1 14, 44 uU E fz k≈ = ϕ  (3.53) 

Współczynnik ku, nazywany współczynnikiem uzwojenia, ma wartość mniej-
szą od jedności i jest wynikiem rozłożenia uzwojenia na obwodzie maszyny. War-
tość maksymalna strumienia magnetycznego jest wymuszona wartością napięcia 
zasilającego: 

ukfz
U

1

1

44,4
≈φ  (3.54) 

Zmniejszenie częstotliwości, przy zachowaniu tej samej wartości napięcia, 
spowoduje wzrost strumienia magnetycznego. Strumień magnetyczny jest wytwo-
rzony przez prąd płynący w uzwojeniach, stąd wartość prądu musi także wzrastać. 
Strumień znamionowy ma wartość bliską kolana krzywej magnesowania, więc 
próba jego zwiększenia będzie skutkowała znacznym wzrostem prądu magnesują-
cego. Stan taki może spowodować, iż wartość prądu magnesującego wzrośnie po-
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wyżej wartości prądu znamionowego i może uszkodzić uzwojenie stojana. Przy 
zmniejszaniu częstotliwości należy zatem zmieniać także napięcie zasilające, 
aby zachować stałą wartość maksymalną strumienia magnetycznego (rys. 3.18): 

1 const
E
f
=  (3.55) 

Utrzymanie stałej wartości strumienia wymaga estymacji napięcia indukowa-
nego od strumienia głównego (lub estymacji strumienia). Częściej stosuje się 
uproszczoną wersję tego warunku, zachowując proporcje pomiędzy napięciem 
a częstotliwością: 

1 const
U
f
=  (3.56) 

 
 
 
3.4. Próba biegu jałowego  

 
 

Stan pracy maszyny asynchronicznej pracującej bez momentu obciążenia na wale 
(z odłączoną maszyną roboczą), w odróżnieniu od idealnego biegu jałowego, na-
zywamy rzeczywistym biegiem jałowym. Z uwagi na występujące w maszynie 
straty mechaniczne, które są wynikiem tarcia w łożyskach oraz wymuszeniem ru-
chu powietrza przez łopatki wentylatora, przez uzwojenie wirnika płynie niewielki 
prąd, a poślizg jest nieznacznie większy od zera. Wobec małej wartości poślizgu 
możemy pominąć w schemacie zastępczym reaktancję rozproszenia wirnika [5] 
(rys. 3.19). 
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Rys. 3.19. Schemat zastępczy maszyny asynchronicznej przy rzeczywistym biegu jałowym 
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Schemat zastępczy maszyny trójfazowej jest zawsze opisany dla wielkości fa-
zowych, stąd w dalszej części pracy będziemy wykorzystywali wszystkie wielkości 
(prąd, napięcie oraz moc) sprowadzone do jednej fazy stojana i wirnika. Wykorzy-
stanie podanych niżej równań wymaga, w zależności od sposobu skojarzenia 
uzwojeń, przeliczenia wielkości zmierzonych jako przewodowe i międzyfazowe 
na wielkości fazowe, a wartość całkowitej mocy zmierzonej na przykład w ukła-
dzie Arona, na moc jednej fazy (czyli całkowitą moc zmierzoną dzielimy na trzy).  

Prąd stojana składa się z prądu magnesującego Iμ, prądu strat w żelazie Ife, 
oraz prądu wirnika wynikającego z istnienia strat mechanicznych. Prąd magnesują-
cy zmienia się wraz z napięciem zgodnie z krzywą magnesowania. Składnik prądu 
strat w żelazie rośnie praktycznie liniowo. Wyjaśnienia wymaga zależność prądu 
wirnika związanego ze stratami mechanicznymi. Dominujące znaczenie w tych 
stratach mają straty wentylacyjne, których moment jest zależny od kwadratu pręd-
kości kątowej. W czasie próby biegu jałowego poślizg jest bliski zeru, więc może-
my przyjąć, że prędkość ma wartość stałą i stała jest wartość strat mechanicznych: 

'3 constm mP EIΔ = =  (3.57) 

Wartość siły elektromotorycznej E jest bliska napięciu zasilającemu, możemy 
więc napisać: 

'
13 constm mP U IΔ ≈ ≈  (3.58) 

Stąd hiperboliczna zależność tego prądu od napięcia zasilającego: 

'

1

const
mI

U
≈  (3.59) 

Prąd stojana jest równy (rys. 3.20): 

22'
1 )( μIIII fem ++=  (3.60) 

Próbę biegu jałowego rozpoczynamy od wartości napięcia o około 30% więk-
szej od znamionowej i zmniejszamy jego wartość do momentu, gdy zaobserwuje-
my wzrost prądu stojana przy zmniejszaniu napięcia. Oczywistym jest, że dalsze 
zmniejszanie napięcia spowoduje wzrost poślizgu i w tym momencie należy próbę 
zakończyć. W czasie próby mierzymy wartość skuteczną prądu stojana, wartość 
skuteczną napięcia zasilającego oraz moc pobieraną przez silnik.  
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Rys. 3.20. Prąd biegu jałowego maszyny asynchronicznej 

 
Wartość prądu biegu jałowego, przy znamionowej wartości napięcia, jest 

znacznie większa niż w transformatorach. Fakt ten jest wynikiem istnienia szczeli-
ny powietrznej pomiędzy stojanem a wirującym wirnikiem. W maszynach induk-
cyjnych wartość tego prądu jest równa od 20 do 80% prądu znamionowego, 
stąd w analizie wyników badań należy uwzględnić straty w uzwojeniu stojana. 
W celu ich obliczenia niezbędny jest pomiar wartości rezystancji R1, a ich wartość 
możemy obliczyć z zależności: 

2
111 3 IRPcu =Δ  (3.61) 

Od zmierzonej mocy przy próbie biegu jałowego P0 odejmujemy straty 
w uzwojeniu stojana ΔPcu1, otrzymując tzw. straty jałowe ΔP0: 

100 cuPPP Δ−=Δ  (3.62) 

Składnikami strat jałowych są straty w żelazie oraz straty mechaniczne, które 
w czasie próby mają wartość stałą. Wobec faktu, że straty w żelazie są proporcjo-
nalne do kwadratu maksymalnej wartości indukcji, a indukcja jest wymuszona 
wartością napięcia zasilającego, możemy w prosty sposób rozdzielić straty jałowe 
na powyższe składniki. W tym celu rysujemy zależność strat jałowych od kwadratu 
napięcia stojana, uzyskując liniowy wzrost strat jałowych (rys. 3.21). W celu osza-
cowania strat mechanicznych wystarczy dokonać ekstrapolacji linii będącej wyni-
kiem pomiarów biegu jałowego do przecięcia się jej z osią 0Y. Punkt przecięcia 
wyznaczy nam wartość strat mechanicznych ΔPm, a straty w żelazie ΔPfe uzyskamy 
po odjęciu od strat jałowych ΔP0 mocy strat mechanicznych. 
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Rys. 3.21. Sposób rozdzielenia strat mechanicznych i strat w żelazie 
 

W przypadku badania silnika pierścieniowego możemy mierzyć poślizg. Po-
miar poślizgu opiera się na pomiarze częstotliwości prądu w wirniku oraz wyko-
rzystania zależności: 

f
fs 2=  (3.63) 

Wyniki próby biegu jałowego wykorzystać można do szacowania parametrów 
schematu zastępczego Rfe oraz Xμ: 

fe
fe P

UR
Δ

=
2

13
 (3.64) 

fe
fe R

UI 1=  (3.65) 

22
1 feIII −=μ   (3.66) 

μ
μ I

UX 1=  (3.67) 

W tym momencie należy podkreślić, że wartość Xμ na skutek nasycenia obwo-
du magnetycznego nie jest wartością stałą, tylko zależy od wartości napięcia zasi-
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lającego uzwojenie stojana (rys. 3.22). W podobny sposób zmienia się także 
współczynnik mocy przy biegu jałowym. 

 

 
Rys. 3.22. Zależność reaktancji Xμ od wartości napięcia zasilającego U1 

 
 
 
3.5. Próba zwarcia maszyny indukcyjnej 

 
 

Pozostałe parametry schematu można wyznaczyć na podstawie próby zwarcia. 
Próba zwarcia maszyny indukcyjnej polega na zablokowaniu wirnika (s = 1) i po-
miarach prądu I1z, napięcia zwarcia U1z oraz mocy Pz pobieranej przez maszynę. 
W tym przypadku, podobnie jak w odniesieniu do transformatorów, możemy po-
minąć prąd biegu jałowego i w schemacie zastępczym wystąpią jedynie rezystancja 
stojana R1, reaktancja rozproszenia stojana X1 oraz sprowadzone do obwodu stoja-
na wartości rezystancji R2

’ oraz reaktancji X2
’ wirnika (rys. 3.23). 

 
'
2R

1R '
2X1X'

21 zz II =

zU 1

 
Rys. 3.23. Uproszczony schemat zastępczy w stanie zwarcia maszyny indukcyjnej 
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Wartości parametrów wyznaczamy w sposób identyczny jak dla transformatorów: 
'
21 RRRz +=  (3.68) 

'
21 XXX z +=  (3.69) 

2
1z

z
z I

PR =  (3.70) 

z

z
z I

UZ
1

1=  (3.71) 

22
zzz RZX −=  (3.72) 

Rezystancję uzwojenia fazowego stojana R1 możemy zmierzyć metodą tech-
niczną mostkiem Thompsona lub specjalnymi urządzeniami do pomiaru małych 
rezystancji, wyznaczając w ten sposób sprowadzoną do obwodu stojana wartość 
rezystancji wirnika: 

1
'
2 RRR z −=  (3.73) 

W przypadku maszyny pierścieniowej możliwy jest bezpośredni pomiar rezy-
stancji uzwojenia wirnika oraz przekładni. Należy przy tym pamiętać, że pomiar 
rezystancji obwodu elektrycznego, w których występują styki ruchome (połączenie 
pomiędzy szczotką i pierścieniami), musi być wykonany pod kontrolą prądu po-
miarowego. Jego wartość musi być większa niż 20% prądu znamionowego. W tym 
przypadku konieczne jest zastosowanie metody technicznej lub specjalnych urzą-
dzeń, w którym mamy dostępną informację o wartości prądu pomiarowego.  

Nie ma możliwości prostego rozdzielenia reaktancji zwarcia na odpowiednie 
składniki reaktancji rozproszenia. Zwykle przyjmuje się, że są one sobie równe: 

2
'
21

zXXX ==  (3.74) 

Wartość reaktancji zwarcia nie jest jednak wartością stałą. Mimo schematu za-
stępczego identycznego jak w transformatorach, w których reaktancja rozproszenia 
związana jest głównie z polem magnetycznym przechodzącym przez powietrze, 
w maszynach indukcyjnych część pola rozproszenia zamyka się w obrębie rdzenia 
stojana i wirnika. Fakt ten powoduje, że przy większych wartościach prądu może 
następować lokalne nasycenie rdzeni ferromagnetycznych, głównie w strefie tzw. 
otwarcia żłobka. W takim przypadku przy zwiększaniu prądu zwarcia następuje 
zmniejszanie się wartości reaktancji zwarcia. Na skutek szeregowego połączenia 
rezystancji i reaktancji zwarcia wzrost prądu powoduje zwykle zwiększenie warto-
ści współczynnika mocy (rys. 3.24).  
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Rys. 3.24. Współczynnik mocy przy zwarciu jako funkcja prądu w maszynie indukcyjnej 

 
Wartości parametrów schematu zastępczego silników asynchronicznych mogą 

być także oszacowane na podstawie danych katalogowych. W katalogach podaje 
się zwykle następujące wartości: 

Pn  –  moc znamionowa, 
Un  –  napięcie znamionowe. 
Układ połączeń uzwojenia stojana: gwiazda (Y) lub trójkąt (D)  
In  –  prąd znamionowy, 
nn –  znamionowa prędkość obrotowa, 
cosϕn – znamionowy współczynnik mocy, 
fn  –  częstotliwość znamionowa, 
ir –  krotność prądu rozruchowego, 
mr  –  przeciążalność momentem. 
Napięcia i prądy fazowe (Ufn, Ifn) wyznaczamy z wartości znamionowych 

dla danej grupy połączeń. Poślizg znamionowy jest równy: 

s

ns
n n

nns −
=  (3.75) 

gdzie ns jest prędkością synchroniczną wyznaczoną dla częstotliwości znamiono-
wej i liczby par biegunów z zależności: 

p
fns

60
=  (3.76) 
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Wartość liczby par biegunów może być podana w oznaczeniu typu, lecz 
w praktyce wystarczająca jest znajomość prędkości i częstotliwości znamionowej. 
Znamionowa prędkość obrotowa jest zwykle bliska prędkości synchronicznej, stąd 
znajomość częstotliwości umożliwia określenie możliwych prędkości synchronicz-
nych, np. przy 50 Hz możemy uzyskać następujące wartości prędkości synchro-
nicznych: 3000, 1500, 1000, 750, 600 obr/min. Jeśli wartość prędkości znamiono-
wej jest równa na przykład 920 obr/min, to z pewnością prędkość synchroniczna 
jest równa 1000 obr/min, a liczba par biegunów równa się 3. 

Napięcie zwarcia w silnikach klatkowych przyjmuje wartości z zakresu 
10÷25% napięcia znamionowego. Wraz ze wzrostem mocy silnika jego procento-
wa wartość maleje. Można także wyznaczyć napięcie zwarcia ze znajomości prądu 
rozruchowego (prądu zwarcia): 

r

n
z i

UU =  (3.77) 

Prąd biegu jałowego przyjmuje wartości z zakresu 20÷80% prądu znamiono-
wego. Wartość mniejsza dotyczy niskoobrotowych silników dużej mocy. Wartości 
większe dotyczą silników małych mocy. 

Straty mechaniczne przyjmują zwykle wartości z przedziału 0,2÷1,8% mocy 
znamionowej. Dokładniejsze dane można ustalić z charakterystyk uzyskanych 
w drodze wieloletnich doświadczeń produkcyjnych [18], przy czym dla większości 
maszyn małej i średniej mocy można przyjąć, że straty mechaniczne stanowią oko-
ło 0,5% mocy znamionowej. 

nm PP )%8,12,0( ÷=Δ  (3.78) 

Moc czynna pobierana z sieci zasilającej jest równa: 

nnnn IUP ϕcos31 =  (3.79) 

Straty w uzwojeniu wirnika możemy oszacować na podstawie mocy znamio-
nowej i szacowanych strat mechanicznych: 

)(
12 mn

n

n
ncu PP

s
sP Δ+
−

=Δ  (3.80) 

Zwykle przyjmuje się, że straty w uzwojeniu stojana są równe stratom w wir-
niku: 

ncuncu PP 12 Δ=Δ  (3.81) 
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Niekiedy w danych katalogowych podawana jest wartość rezystancji uzwoje-
nia stojana i wówczas moc strat w stojanie można policzyć ze znajomości prądów 
fazowych: 

2
111 3 nncu IRP =Δ  (3.82) 

Straty w rdzeniu silnika są równe: 

mncuncunnFe PPPPPP Δ−Δ−Δ−−=Δ 121  (3.83) 

Wartości parametrów schematu zastępczego obliczamy kolejno według zależ-
ności: 

2
1'

3 fn

ncu
rs I

PRR Δ
==  (3.84) 

Fe

n

Fe

fn
Fe P

U
P

U
R

Δ
==

Δ
=

223
 (3.85) 

2
20

2 )( IIII Feo +−=μ  (3.86) 

fn

mFe
Fe U

PPII
320

Δ+Δ
=+  (3.87) 

μ
μ I

U
X fn=  (3.88) 

'
rsz RRR +=  (3.89) 

fn

z
z I

UZ =  (3.90) 

2

22
' zz
rs

RZ
XX

−
==  (3.91) 

Przeliczanie wartości rezystancji  na umowną temperaturę odniesienia wyzna-
czamy z zależności: 

)1(0 TRR ss Δ+= α  (3.92) 

Wartość temperaturowego współczynnika rezystancji jest równa: 
dla miedzi:  

0, 0039  [1 / deg]Cu =α  (3.93) 
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dla aluminium: 

0,00415   [1 / deg]Al =α  (3.94) 

Temperatura odniesienia zależy od klasy ciepłoodporności izolacji i wynosi 
75°C dla klasy A, B, E oraz 115°C dla F i M.  
 
 
 
3.6. Przesuwnik fazowy i regulator indukcyjny 

 
 

Maszyny indukcyjne pierścieniowe, dzięki wyprowadzeniu na zewnątrz końców 
uzwojenia wirnika, możemy wykorzystać jako maszyny specjalne. W momencie 
potrzeby regulacji przesunięcia fazowego napięć trójfazowych można użyć maszy-
ny indukcyjnej pierścieniowej do budowy przesuwnika fazowego (rys. 3.25). Jest 
to związane z koniecznością ingerencji wewnątrz maszyny. Niezbędne jest także 
zablokowanie możliwości obrotu z jednoczesnym zapewnieniem możliwości obro-
tu wału wirnika względem stojana. Zwykle stosuje się tu klasyczną przekładnię 
ślimakową. 

 

 
Rys. 3.25. Przesuwnik fazowy 
 

Zasada działania przesuwnika fazowego polega na wytworzeniu wirującego 
pola kołowego poprzez trójfazowe zasilanie uzwojeń stojana. Wartości napięć 
indukowanych w poszczególnych uzwojeniach stojana i wirnika są zależne od ich 
kąta przesunięcia względem wirującego pola (rys. 3.26). W przypadku, gdy po-
krywają się osie odpowiednich uzwojeń stojana i wirnika, napięcia są ze sobą 
w fazie. Przesunięcie wirnika o kąt różny od zera spowoduje, że wartość maksy-
malna indukowanych napięć pojawi się w różnych uzwojeniach po upływie czasu 
zależnym od prędkości synchronicznej i wartości kąta. Przy przesunięciu uzwojeń 
o kąt 180° napięcia będą w przeciwfazie. Dzięki temu przesunięcie mechaniczne 
wału wirnika względem stojana spowoduje płynną zmianę fazy napięć indukowa-
nych w uzwojeniu wirnika. 
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Rys. 3.26. Kąty przesunięcia fazowego pomiędzy osiami uzwojeń oraz napięć fazowych 

 
Efekt uzależnienia przesunięcia fazowego pomiędzy napięciami stojana i wir-

nika daje możliwość zbudowania urządzenia do płynnej regulacji napięcia trójfa-
zowego bez użycia ruchomego styku (jak to ma miejsce w autotransformatorach). 
Urządzenia takie nazywamy regulatorem indukcyjnym. Sposób połączenia uzwo-
jeń regulatora indukcyjnego pokazano na rysunku 3.27. Z uwagi na konieczność 
dostępu do wszystkich końcówek jednego z uzwojeń w regulatorze zasilane jest 
uzwojenie wirnika. Uzwojenie to wytwarza wirujące pole kołowe w szczelinie 
powietrznej pomiędzy stojanem a wirnikiem. Pole to powoduje zaindukowanie się 
napięć w uzwojeniu stojana. Każda z faz wirnika jest połączona z odpowiednim 
uzwojeniem stojana, dzięki czemu, względem punktu neutralnego, na wyjściu re-
gulatora otrzymamy napięcie będące sumą geometryczną wektorów napięcia zasi-
lającego oraz napięcia dodawczego indukowanego w stojanie. Wartości skuteczne 
napięć na poszczególnych uzwojeniach nie zmieniają się. Zmiana położenia wirni-
ka względem stojana powoduje zmianę przesunięcia fazowego pomiędzy wekto-
rami odpowiednich napięć fazowych (rys. 3.28). W wyniku otrzymamy napięcie 
o wartości zmieniającej się – od minimalnej (przy kącie przesunięcia fazowego 
równym 180°) do maksymalnej (przy kącie równym zeru). Regulator indukcyjny 
wymaga zmian w konstrukcji maszyny indukcyjnej polegającej, podobnie 
jak w przesuwniku fazowym, na zastosowaniu przekładni ślimakowej, blokując 
w ten sposób ruch wirnika w przypadku wystąpienia momentu obrotowego (przy 
obciążeniu regulatora) z jednoczesnym umożliwieniem płynnej zmiany położenia 
wirnika względem stojana.  
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Rys. 3.27. Układ połączeń regulatora indukcyjnego  [14] 
 
 

 
 

Rys. 3.28. Wykres wskazowy napięć w jednej fazie regulatora indukcyjnego 
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Rys. 3.29. Regulator indukcyjny dwumaszynowy (układ połączeń i wykres wskazowy [14]) 

 

 
Rys. 3.30. Regulator indukcyjny jednofazowy (układ połączeń i wykres wskazowy) 

 
Innym problemem różniącym te konstrukcje od typowej maszyny indukcyjnej 

pracującej jako silnik jest konieczność zmiany sposobu chłodzenia. W silniku in-
dukcyjnym na wale wirnika mocowany jest wentylator wymuszający ruch powie-
trza wewnątrz maszyny. Przesuwnik fazowy, jak i regulator, mają zablokowany 
wirnik, stąd konieczność zmiany systemu chłodzenia. Czasami konieczna jest re-
gulacja napięcia, w której nie wystąpi przesunięcie fazowe pomiędzy napięciem 
zasilającym a wyjściowym. W takich przypadkach w układach trójfazowych moż-
na wykorzystać regulator dwumaszynowy (rys. 3.29) lub regulator indukcyjny 
jednofazowy (rys. 3.30). Może to być także jedna maszyna, w której są umieszczo-
ne wszystkie uzwojenia pokazane na rysunku 3.29. 
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3.7. Wprowadzenie do dynamiki układów trójfazowych 
 
 
Przyjmijmy, że w żłobkach na obwodzie stojana maszyny indukcyjnej nawiniemy 
uzwojenie, które wytworzy sinusoidalny rozkład pola magnetycznego w szczelinie 
powietrznej. Jeśli nawiniemy takie trzy uzwojenia przesunięte na obwodzie stojana 
o kąt 120° i zasilimy każde z nich różną wartością prądu, to wypadkowa siła 
magnetomotoryczna będzie sumą smm wytworzonych przez prądy w kolejnych 
fazach. Jeśli na przykład we wszystkich trzech uzwojeniach będą płynęły trzy prądy 
o identycznej wartości, to wypadkowe pole magnetyczne generowane  w szczelinie 
przez sumaryczną smm będzie się znosić. Możemy to porównać do sumy trzech 
wektorów przesuniętych wzgędem siebie o kąt 120°. Sytuację taką możemy 
rozszerzyć na dowolne wartości prądów płynących w danej chwili przez każde 
z uzwojeń. Wypadkowe pole magnetyczne będzie wówczas sumą trzech rozkładów 
sinusoidalnych, które można traktować jak trzy wektory przesunięte względem 
siebie o kąt 120°, wymuszające wypadkowe pole magnetyczne. Wypadkowe pole 
może być traktowane jak wektor, którego położenie w przestrzeni jest zależne 
od wartości prądów w poszczególnych fazach. Wektor taki może być równoważnie 
traktowany jako wytworzony przez trzy wektory będące rzutami wektora 
wypadkowego na poszczególne osie uzwojeń (rys. 3.31). Identyczną wartość 
wektora wypadkowego możemy uzyskać, stosując dwa uzwojenia przesunięte 
na obwodzie maszyny o kąt elektryczny 90° (rys. 3.32). Poszczególne wielkości 
w układzie dwufazowym także możemy traktować jako rzuty wektora wypadkowego 
na osie dwóch uzwojeń, oznaczanych zwykle literami α i β. Przeliczenie wielkości 
z układu trójfazowego do dwufazowego musi być także prawidłowe, nie tylko 
w odniesieniu do wektora wypadkowego, lecz także do ich rzutów na osie uzwojeń, 
stąd do przeliczenia wartości na przykład smm (jako źródła pola magnetycznego) 
z układu trójfazowego na równoważny dwufazowy można wykorzystać zależności: 

kwwww WVU )30sin30sin( °−°−=α  (3.95) 
( sin 60 sin 60 )V Ww w w k= ° − °β  (3.96) 

Wartość współczynnika k jest dowolna i wynika z faktu, że tę samą wartość 
pola magnetycznego można wytworzyć przez wykorzystanie różnej liczby zwo-
jów. Jeśli w układzie trójfazowym suma wartości chwilowych prądów jest różna 
od zera, to w układzie występuje składowa zerowa, która nie wytwarza pola ma-
gnetycznego w szczelinie powietrznej, stąd możemy użyć innej wartości współ-
czynnika proporcjonalności: 

2)( kkwwww WVUo ++=  (3.97) 
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ui
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B  
Rys. 3.31. Wirujące pole kołowe wytworzone przez uzwojenie trójfazowe 
 

βi

αi

B  
Rys. 3.32. Wirujące pole kołowe wytworzone przez uzwojenie dwufazowe 

 
Wygodniejszym zapisem tych równań jest zapis macierzowy (3.98), (3.99). 

W praktyce analiza dynamiki w układach trójfazowych polega na przeliczaniu 
wielkości trzech faz na równoważny układ dwufazowy i składową zerową wielko-
ści występujących w opisie układów trójfazowych. Dotyczy to prądów, napięć 
i strumieni skojarzonych. Przeliczenie wielkości z równoważnego układu dwufa-
zowego do trójfazowego związane jest z użyciem macierzy odwrotnej. Wartości 
współczynników k i k2 zależą od założeń dotyczących transformacji. Jeśli będzie-
my w identyczny sposób transformowali na przykład prąd i napięcie, to jako kryte-
rium doboru współczynników możemy przyjąć równość mocy chwilowej przed 
i po transformacji. 
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Moc chwilową przed transformacją można przedstawić jako: 

][][ ][ iu
i
i
i

uuup T
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V

U

WVU =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=  (3.100) 

Po transformacji (przy założeniu, że do transformacji prądów i napięć używa-
my takiej samej wartości k i k2) otrzymamy: 

]][[][][]][[])][([' iSSuiSuSp TTT ==  (3.101) 

Dla zachowania stałości mocy musi być spełniony warunek: 

]1[][][ =SS T  (3.102) 

Warunek ten umożliwia wyznaczenie wartości poszukiwanych stałych: 
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Stąd otrzymamy: 

2
10

2
1

2
2
2 =>=+− kk        -      (3.105) 

   -       -    
3
2

3
21)1( 22

2
2 =>=>=+ kkkk   (3.106) 

Macierz transformacji, nazywanej od autora, Edyty Clark [1], transformacją 
Clarke’a, to: 

1 11
2 2

2 3 3[ ] 0
3 2 2

1 1 1
2 2 2

S

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.107) 

Macierz odwrotna przyjmuje postać: 

1

11 0
2

2 1 3 1[ ] [ ]
3 2 2 2

1 3 1
2 2 2

TS S−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= = −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (3.108) 

Inne metody wyboru wartości współczynników k i k2 w praktyce opierają się 
na przyjmowaniu innych wartości przy przeliczaniu prądu, a innych w odniesieniu 
do napięcia. Oczywistym jest, że zachowując moc chwilową współczynniki te 
muszą spełniać warunek: 

3
2

=iu kk  (3.109) 

Brak zachowania tego warunku powoduje, że wartość chwilowa mocy 
po transformacji ulega zmianie, co należy uwzględnić w analizie mocy, strat i mo-
mentu elektromagnetycznego maszyny. Często stosowanym współczynnikiem 
dla prądów i napięć jest: 

3
2

=k  (3.110) 
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Macierz transformacji przyjmuje wówczas postać: 

1 11
2 2

2 3 3[ ] 0
3 2 2

1 1 1
2 2 2

S

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.111) 

1

11 0
2

1 3 1[ ]
2 2 2
1 3 1
2 2 2

S −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (3.112) 

Moc chwilowa po transformacji jest zbyt mała, gdyż: 

9
4

3
2 2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=k   (3.113) 

W takim przypadku moc chwilową po transformacji należy zwiększyć i obli-
czać według zależności: 

)(
2
3

00iuiuiup ++= ββαα   (3.114) 

Współczynnik o tej wartości jest bardzo wygodny, macierz odwrotna ma bo-
wiem taką postać, w której, przy pominięciu składowej zerowej, wartości wielko-
ści w fazie A są równe wielkościom w fazie α.  Wielkości (prądu, napięcia 
czy strumieni) w osiach α i β prezentuje się zwykle w postaci wektorów prze-
strzennych: 

βα jwww +=  (3.115) 

Często metodą opisu jest stosowanie dodatkowej transformacji, wyznaczającej 
od razu wektory przestrzenne w opisie liczb zespolonych. Przy transformacji za-
chowującej stałą moc przy przekształceniu należy wówczas pomnożyć równania 
we współrzędnych α, β, 0 przez macierz: 
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1 0
1[ ] 1 0
2

0 0 2

j
C j

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.116) 

Wartość współczynnika przed macierzą transformacji wyznacza się z warunku 
stałości mocy: 

*

1 0 1 1 0 1 0 0
1[ ][ ] 1 0 0 0 1 0
2

0 0 10 0 2 0 0 2

T

j
C C j j j

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (3.117) 

Postępowanie takie jest równoznaczne z transformacją z układu współrzęd-
nych naturalnych do postaci wektorowej poprzez stosowanie macierzy: 

2

2

1
1[ ][ ] [ ] 1
3 1 1 1

a a
C S T a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (3.118) 

2
31 3

2 2
a j e

π

= − + =   (3.119) 
4 2

2 3 31 3
2 2

a j e e
π π

−
= − − = =   (3.120) 

Macierz odwrotna przyjmuje wówczas postać: 

1 2

2

1 1 1
1[ ] 1
3 1

T a a
a a

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.121) 

Przy stosowaniu macierzy w postaci zespolonej w takiej postaci należy pamię-
tać o założeniach dotyczących doboru współczynników. Całkowita moc po prze-
kształceniu jest równa mocy przed transformacją, natomiast moc chwilową należy 
tu liczyć jako: 

00
** iuiuiup ++=  (3.122) 

Częściej stosowaną w praktyce postacią macierzy transformacyjnej 
o współczynnikach zespolonych jest: 
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2

' 2

1
2[ ] 1
3

1 1 1

a a
T a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.123) 

Stosowanie takiej postaci macierzy do układu trójfazowego bez składowej ze-
rowej sprowadza przekształcenie trzech wielkości fazowych do jednego wektora 
przestrzennego. Przekształcenie prądów fazowych daje wówczas następującą po-
stać: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

W

V

U

i
i
i

aa
aa

i 111
1
1

3
2 2

2

0

*i
i

 (3.124) 

gdzie: 

βα jii +=i  (3.125) 

Macierz odwrotna przyjmuje postać: 

' 1 2

2

1 1 1
1[ ] 1
2

1
T a a

a a

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.126) 

Prąd fazy A można (przy pominięciu składowej zerowej) wyznaczyć ze wzoru: 

*1 ( )
2Ai i= + =i i α  (3.127) 

Wartość mocy po transformacji będzie zaniżona i wówczas przy pominięciu 
składowej zerowej moc w układzie należy liczyć jako: 

)(
2
3}Re{

2
3 *

ββαα iuiup +== ui  (3.128) 

Do tej pory opisywano transformacje wielkości typu prąd, napięcie, strumień 
układu trójfazowego do układu dwufazowego. W praktyce należy rozważyć, w jaki 
sposób następuje przekształcenie równań opisujących stan dynamiczny w układach 
trójfazowych. Równania układu trójfazowego można przedstawić w postaci: 

     
dt

dRiu A
AA

ψ
+=  (3.129) 
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dt

dRiu B
BB

ψ
+=   (3.130) 

dt
dRiu C

CC
ψ

+=   (3.131) 

Równania te można przedstawić w postaci macierzowej: 

[ ][ ] [ ][ ]      du R i
dt
Ψ

= +  (3.132) 

Zastosowanie transformacji S sprowadza się do pomnożenia powyższego rów-
nania przez macierz S, otrzymując: 

1 [ ][ ]
[ ][ ] [ ][ ][ ] [ ][ ]

d S
S u S R S S i

dt
−= + αψ  (3.133) 

Przy założeniu jednakowych wartości rezystancji w każdej fazie otrzymamy: 

0
0 0

[ ]
[ ] [ ][ ]

d
u R i

dt
= + αβ

αβ αβ

ψ
  (3.134) 

lub: 

    
dt

dRiu α
αα

ψ
+=   (3.135) 

     
dt

d
Riu β

ββ

ψ
+=   (3.136) 

dt
dRiu o

oo
ψ

+=   (3.137) 

Jeśli pomijamy składową zerową prądu, to opis matematyczny sprowadza się 
do dwóch pierwszych równań. Równania te można traktować jak jedno równanie 
przy wykorzystaniu zmiennych zespolonych w postaci: 

dt
d

iRu
ψ

+=  (3.138) 

Bardzo często dokonuje się transformacji tych równań do innych układów 
współrzędnych, przesuniętych względem układu stacjonarnego o pewien kąt γ  
(rys. 3.33). 
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Rys. 3.33. Przeliczenie wielkości do innego układu współrzędnych 

 
Transformacji do układu xy dokonuje się w sposób następujący: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
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sincos

  (3.139) 

Transformacja odwrotna: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
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x

w
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cossin
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 (3.140) 

Przy uwzględnieniu składowej zerowej otrzymamy: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

oo

y

x

w
w
w

w
w
w

β

α

γγ
γγ

100
0cossin
0sincos

 (3.141) 

Przy transformacji do układu xy kąt γ może się zmieniać w czasie, stąd równa-
nia w układzie xy będą miały postać: 

γγ

γγ

βα

βα

cossin

sincos

uuu

uuu

y

x

+−=

+=
 (3.142) 

Po pomnożeniu przez j drugiego równania i dodaniu stronami otrzymamy: 

cos sin sin cosx yu ju u u ju ju+ = + − +α β α βγ γ γ γ  (3.143) 

( ) cos ( ) sin

(cos sin )
xy

xy

j
xy

u u ju j u ju

u u j

u ue−

= + − +

= −

=

α β α β

γ

γ γ

γ γ  (3.144) 
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Przekształcenie do drugiego układu współrzędnych jest zatem równoznaczne 
z pomnożeniem równań w postaci zespolonej przez ejγ: 

dt
d

eeiReu jjj ψγγγ −−− +=  (3.145) 

Otrzymamy: 

dt
d

eiRu j
xyxy

ψγ−+=  (3.146) 

dt
d

e j ψγ−   (3.147) 

Składnik podany wzorem (3.147) nie daje się przedstawić jako pochodna 
strumienia w układzie xy, gdyż kąt γ w ogólnym przypadku może być funkcją cza-
su. Możemy wyznaczyć pochodną strumienia w układzie xy. Otrzymamy: 

ψγψψψ
γγ

γ
jj

j
xy e

dt
dj

dt
d

e
dt

ed
dt

d
−−

−

−==
)(

  (3.148) 

oraz: 

dq
xyj

dt
dj

dt

d

dt
d

e ψγ
ψψγ +=   (3.149) 

xy
xy

xyxy dt
dj

dt

d
iRu ψγ

ψ
++=   (3.150) 

W przypadku ogólnym oś xy wiruje z prędkością ωx: 

xdt
d ωγ

=  (3.151) 

Stąd ostateczna postać równania w układzie wirującym ma postać: 

xy
x

xy
xyxy j

dt

d
iRu ψω

ψ
++=  (3.152) 

W przypadku, gdy przeliczamy wielkości do układu wirującego z prędkością 
wirnika, przekształcenie takie nazywa się w literaturze transformacją Parka-
Goriewa (dq), natomiast gdy jest to prędkość wirowania pola magnetycznego, jest 
to transformacja Krona (xy) [1]. 
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3.8. Dynamika maszyn indukcyjnych 
 
 

W maszynach elektrycznych oprócz uzwojeń stacjonarnych (stojan) występują 
także uzwojenia wirujące umieszczone w wirniku. Rozpatrzmy zatem sytuację, 
w której występują uzwojenia dwufazowe zarówno w stojanie, jak i wirniku ma-
szyny Uzwojenia wirnika są przesunięte względem stojana o kąt α (rys. 3.34): 
 

 

Rys. 3.34. Przeliczanie wielkości z wirującego wirnika do układu stacjonarnego 
 
W opisie matematycznym wygodnie jest przedstawić równania wirnika wi-

dziane od strony nieruchomych uzwojeń stojana. Przeliczenie wielkości wirnika 
do obwodu stojana odbywa się zatem podobnie jak w przypadku różnych układów 
współrzędnych zgodnie z zależnością: 
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⎡
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⎢
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⎡ −
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'

'

  (3.153) 

Jedyna różnica, jaka występuje w powyższych zależnościach, dotyczy znaku 
przy funkcjach sinus w obu wierszach równania, co wynika z założeń dotyczących 
kierunku wirowania wirnika względem stojana. Zgodnie z normami kierunek do-
datni wyznaczony jest przez kierunek zgodny z ruchem wskazówek zegara, stąd 
znak „–” w powyższych równaniach. 

Przeliczenie obwodu wirującego do układu stojana prowadzi zatem do równania: 

r
r

rrr dt
dj

dt
d

iRu ψα
ψ

−+=  (3.154) 

Szybkość zmiany kąta pomiędzy uzwojeniami stojana i wirnika związana jest 
z prędkością kątową: 

ωα
=

dt
d

 (3.155) 
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Łącząc transformacje wirnika do układu stacjonarnego i transformacje do do-
wolnego układu wirującego otrzymamy znaną z literatury postać równań opisują-
cych maszyny trójfazowe w dowolnym układzie współrzędnych wirujących: 

sx
s

sss j
dt

d
iRu ψω

ψ
++=   (3.156) 

rx
r

rrr j
dt

d
iRu ψωω

ψ
)( −++=  (3.157) 

Równania te należy uzupełnić o zależności pomiędzy strumieniami skojarzo-
nymi a wartościami prądów. Dla maszyny asynchronicznej pierścieniowej, 
przy stosowaniu założeń upraszczających, uwzględniających jedynie pierwszą 
harmoniczną pola, magnetycznego w szczelinie powietrznej i, przy idealnej syme-
trii maszyny, równania te w układzie współrzędnych naturalnych mają postać: 

]][[]][[]][[][ rsrssssss iMiMiL ++= σψ   (3.158) 

][][]][[]][[][ s
T

srrrrrrr iMiMiL ++= σψ   (3.159) 

Macierz indukcyjności związanych ze strumieniem rozproszenia stojana 
ma postać: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
010
001

][ ss LL σσ  (3.160) 

Macierz indukcyjności wzajemnych w obrębie uzwojeń stojana to: 

 (3.161) 
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(3.162) 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

°°
°°
°°

=
1240cos120cos
120cos1240cos
240cos120cos1

][ ssss MM



 

98 

W równaniach (3.158) i (3.159) występują składniki macierzy indukcyjności 
mnożone przez wektor prądu: 

]][[][ iL=ψ

 

(3.163) 

Transformacja każdego z tych składników polega na lewostronnym mnożeniu 
przez macierz transformacji [S]. Wektor prądu także podlega transformacji, stąd 
każdy z tych składników musi być przeliczany zgodnie z równaniem: 

]][[]][][[]][[ 1 iSSLSS −=ψ

 

(3.164) 

Macierze indukcyjności są zatem transformowane zgodnie z zależnością: 
1

0 ]][][[][ −= SLSL UVWαβ

 

(3.165) 

Macierz diagonalna indukcyjności rozproszenia nie zmienia swojej postaci, 
natomiast macierz indukcyjności wzajemnych po transformacji uzyska postać: 
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(3.166) 

Macierz indukcyjności wzajemnych stojan-wirnik zależy od liczby faz wirni-
ka. Można udowodnić, że każde symetryczne uzwojenie wielofazowe, przy 
uwzględnieniu jedynie podstawowej harmonicznej pola, można przedstawić 
w postaci równoważnego układu dwufazowego. Dla wirnika klatkowego jako licz-
bę faz przyjmuje się liczbę prętów klatki wirnika. Dla uproszczenia analizy przyj-
mijmy, że liczba faz wirnika jest równa liczbie faz stojana (silnik pierścieniowy). 
Przy takich założeniach macierze indukcyjności wirnika mają postać identyczną 
jak w stojanie: 
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⎡
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(3.167) 

Macierz indukcyjności związanych ze strumieniem głównym w obrębie wirni-
ka ma postać identyczną jak w obrębie stojana i po transformacji przyjmie postać: 
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(3.168) 



 

99 

Macierz indukcyjności wzajemnych stojan-wirnik ma postać zależną od kąta 
pomiędzy uzwojeniem stojana i wirnika: 
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(3.169) 

Macierz indukcyjności wzajemnych stojan-wirnik przyjmuje po transformacji 
postać: 
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(3.170) 

Uzwojenie wirnika i stojana różnią się liczbą zwojów, liczbą faz (w silniku 
klatkowym liczba faz jest równa liczbie prętów wirnika) oraz sposobem rozłożenia 
uzwojeń w przestrzeni. Efekt rozłożenia uzwojeń w przestrzeni uwzględnia się 
poprzez stosowanie współczynników uzwojenia. Stąd wygodnie jest przekształcić 
równania wirnika w taki sposób, aby wielkości występujące w równaniach stojana 
i wirnika były porównywalne. Zwykle operację taką przeprowadza się, podobnie 
jak w transformatorach, przez zastosowanie przekładni prądowej i napięciowej: 

ss

rr

s

r
i kz

kz
m
m

=ϑ   (3.171) 

rr

ss
u kz

kz
=ϑ   (3.172) 

Przyjęcie takich wartości przekładni prądowej wynika z dostosowania siły 
magnetomotorycznej wirnika do siły magnetomotorycznej stojana, natomiast prze-
kładni napięciowej z wyrównania sił elektromagnetycznych fazowych wirnika 
do fazy stojana. Równania wirnika można wówczas przedstawić jako: 

dt
diRu ur

r
i

i
urur

ϑψ
ϑ
ϑϑϑ +=  (3.173) 

Wielkości wirnika należy przeliczać według zależności: 

urr uu ϑ='  (3.174) 

irr ii ϑ='  (3.175) 
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2' )(
rr

ss

r

s

i

u
rr kz

kz
m
mRR ==

ϑ
ϑ  (3.176) 

2' )(
rr

ss

r

s

i

u
rr kz

kz
m
mLL ==

ϑ
ϑ

 (3.177) 

Biorąc pod uwagę definicje współczynnika indukcyjności wzajemnej Msr, 
można wykazać, że przy założeniu sinusoidalnego rozkładu pola magnetycznego 
na obwodzie maszyny wartości współczynników indukcyjności wzajemnej są rów-
ne: 

sruss MM ϑ=  (3.178) 

rr
i

u
ss MM

ϑ
ϑ

=  (3.179) 

Wygodnie jest, po przeliczeniu wielkości strony wirnika na stronę stojana, 
oznaczyć wielkości występujące w równaniach jako: 

ssML
2
3

=μ  (3.180) 

μσ LLL ss +=  (3.181) 

μσ LLL rr += ''  (3.182) 

Po wykonaniu takich podstawień otrzymamy równania opisujące model dy-
namiki silnika posiadający dwa uzwojenia w stojanie i dwa w wirniku. Równania 
maszyny (przy pominięciu składowej zerowej) przyjmują postać: 

        
dt

diRu s
sss

α
αα

ψ
+=  (3.183) 

dt
d

iRu s
sss

β
ββ

ψ
+=  (3.184) 

'
' '         r
r r r

d
u R i

dt
= + α

α α

ψ
 (3.185) 

'
' ' ' r
r r r

d
u R i

dt
β= +β β

ψ
 (3.186) 
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W dalszych równaniach dla uproszczenia opuścimy znak , – oznaczający za-
stosowanie przekładni prądowej i napięciowej maszyny. Zależności strumieniowo-
prądowe przyjmują postać: 

ααψ βμαμαα sincos rrsss iLiLiL −+=  (3.187) 

ααψ βμαμββ cossin rrsss iLiLiL ++=  (3.188) 

ααψ βμαμαα sincos ssrrr iLiLiL ++=  (3.189) 

ααψ βμαμββ cossin ssrrr iLiLiL +−=  (3.190) 

Po pomnożeniu równań z indeksem β przez j i dodaniu stronami odpowied-
nich równań otrzymamy: 

)(sin)(cos)( βαμβαμβαβα ααψψ rrrrsssss jiijLjiiLjiiLj +++++=+   
 (3.191) 

)(sin)(cos)( βαμβαμβαβα ααψψ ssssrrrrr jiijLjiiLjiiLj +−+++=+  

 (3.192) 
Uzyskamy opis równań strumieniowo-prądowych w postaci zespolonej: 

α
μψ j

rsss
eiLiL +=   (3.193) 

α
μψ j

srrr
eiLiL −+=  (3.194) 

Pomnożenie równań wirnika przez wielkość ejα jest równoznaczne z transfor-
macją równań opisujących wirnik do układu stacjonarnego, otrzymamy wówczas: 

     '
r

iLiL sss μψ +=  (3.195) 
' '

r srr
L i L i= + μψ  (3.196) 

' j
r ri i e= α  (3.197) 

' '

r r
e=ψ ψ jα  (3.198) 

dt
d

iRu s
sss

ψ
+=  (3.199) 

j j j r
r rr

d
u e R e i e

dt
= +α α α

ψ
 (3.200) 

' ' j r
r rr

d
u R i e

dt
= + α

ψ
 (3.201) 
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' ( )
 

j j
jr r r

r

d d e d dee
dt dt dt dt

= = +
α α

α
ψ ψ ψ

ψ  (3.202) 

' '
' j jr r
r

d d de je
dt dt dt

= +α α
ψ ψ αψ  (3.203) 

'
' j r r
r

d d de j
dt dt dt

= −α
ψ ψ αψ  (3.204) 

Równana strumieniowo-prądowe maszyny asynchronicznej przyjmują postać: 
'      s rss

L i L i= + μψ  (3.205) 
' '

r srr
L i L i= + μψ  (3.206) 

Ostateczna postać równań dynamiki w układzie stacjonarnym to: 

dt
d

iRu s
sss

ψ
+=  (3.207) 

'
' ' 'r
r rr r

d dαu R i j
dt dt

= + −
ψ

ψ  (3.208) 

Wyprowadzone równania należy uzupełnić równaniem dynamiki masy wiru-
jącej, która, przy założeniu stałej wartości momentu bezładności, ma postać: 

)(1
0MM

Jdt
d

e −=
ω

 (3.209) 

gdzie J jest momentem bezwładności, Me momentem elektromagnetycznym wy-
tworzonym w maszynie indukcyjnej, a M0 momentem obciążenia. W celu uzyska-
nia zależności na moment maszyny indukcyjnej należy wyznaczyć energię zgro-
madzoną w polu magnetycznym Ee oraz jej pochodną względem kąta obrotu α: 

αd
dEM e

e −=  (3.210) 

Wzór na energię zgromadzoną w polu magnetycznym możemy wyprowadzić, 
wykorzystując równania napięciowe n obwodów sprzężonych magnetycznie 
(k=1..n): 

dt
d

Riu k
kk

Ψ
+=  (3.211) 
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Po wymnożeniu tego k-tego równania opisującego k-te uzwojenie przez war-
tość chwilową prądu otrzymamy zależność na moc chwilową dostarczoną 
do k-tego uzwojenia: 

dt
diRiiup k

kkkk k

Ψ
+== 2  (3.212) 

W równaniu występują dwa składniki (dla danej wartości kąta obrotu):  
− straty mocy w uzwojeniach (w miedzi), 
− moc pola magnetycznego 
Energię zgromadzoną w polu magnetycznym możemy zatem obliczyć ze wzo-

ru: 

∑∫
Ψ

=
k

t
k

ke dt
dt

diE
0

 (3.213) 

0

t

e k k
k

E i d= Ψ∑∫  (3.214) 

Przyjmijmy, że indukcyjności własne i wzajemne są wartościami stałymi (za-
łożenie liniowości obwodu magnetycznego), wówczas: 

iikkikkk iMiL )( ≠+=Ψ  (3.215) 

Dla uproszczenia analizy dalsze rozważania będą obejmowały tylko dwa 
uzwojenia sprzężone: 

212111 iMiL +=Ψ  (3.216) 

112222 iMiL +=Ψ  (3.217) 

Energię zgromadzoną w polu magnetycznym dwóch uzwojeń sprzężonych 
możemy wyznaczyć z zależności: 

∫∫ +++= )()( 112222212111 iMiLdiiMiLdiEe   (3.218) 

∫∫∫∫ +++= 12122222112111 diiMdiiLdiiMdiiLEe   (3.219) 

 (3.220) ∫∫∫ +++= 222122112111 )( diiLdiidiiMdiiLEe
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∫∫∫ ++= 2222112111 )( diiLiidMdiiLEe    (3.221) 

2112
2
22

2
1 2

1
2
1

1
iiMiLiLEe ++=   (3.222) 

)(
2
1)(

2
1

11222221211 1
iMiLiiMiLiEe +++=    (3.223) 

Energię zgromadzoną w dwóch uzwojeniach można wyznaczyć z zależności: 

2211 2
1

2
1 ψψ iiEe +=  (3.224) 

W ogólnym przypadku dla n uzwojeń (k=1..n): 

∑=
k

kke iE ψ
2
1

 (3.225) 

Wzór ogólny na moment elekromagnetyczny można zatem wyrazić zależno-
ścią: 

)(
2
1 ∑−=

k
kk

m
e i

d
dM ψ
α

 (3.226) 

W przypadku przekształcenia równań maszyny indukcyjnej do układu stacjo-
narnego, przy pominięciu składowej zerowej, energię zgromadzoną w polu magne-
tycznym można wyrazić zależnością [15]: 

)(
4
3

2
1

2
3

ββααββαα ψψψψψ rrrrssss
k

kk iiiiiE +++== ∑   (3.227) 

W zapisie wektorowym możemy napisać: 

* *3 3 Re{ }
4 4 s rk k s r

k
E i i i= = +∑ ψ ψ ψ   (3.228) 

Biorąc pod uwagę równania strumieniowo-prądowe: 
α

μψ j
rsss
eiLiL +=  (3.229) 

α
μψ j

srrr
eiLiL −+=   (3.230) 
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Otrzymamy: 

* * * *3 3 Re{ }
4 4

j j
s s s s r s rk k s r

k
E i L i L i i e L i i L i i e−= = + + +∑ α α

μ μψ   (3.231) 

Jako że zależność na moment wyznaczona jest jako pochodna po kącie obrotu, 
to po wykonaniu różniczkowania otrzymamy: 

* *3 Re{ }
4

j j
s r r reM p jL i i e jL i i e−= − − +α α

μ μ   (3.232) 

* *1 Im{ }
2

j j
s s s reM pL i i e i i e−= − − +α α

μ   (3.233) 

Oznaczając: 
αj

reii
r
='  (3.234) 

otrzymamy: 

'* * '3 Im{ }
4 s r s reM pL i i i i= − − +μ  (3.235) 

'* * 'Im{ } Im{ }s r s ri i i i= −  (3.236) 
'*3 Im{ }

2 s reM pL i i= μ  (3.237) 

}(
2
3 ''

βααβμ rsrse iiiipLM −=  (3.238) 

Biorąc pod uwagę, że: 

srsss
iLiL

r

'
μψ +=  (3.239) 

oraz: 

* '3 Im{ }
2 s reM pL i i= − μ  (3.240) 

otrzymamy: 

μ

ψ
L

iL
i sss

r

−
='  (3.241) 
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}Im{
2
3 '*

sse ipM ψ=  (3.242) 

)(
2
3

αββα ψψ sssse iipM −=  (3.243) 

Równania dynamiki można rozwiązać numerycznie korzystając z wielu do-
stępnych pakietów oprogramowania (np. Matlab, Simulink) lub tworząc własne 
rozwiązania programów symulacyjnych. Na rysunku 3.35 pokazano przykładowe 
zależności momentu elektromagnetycznego wytwarzanego w maszynie w czasie 
rozruchu (krzywa 1), opisanego równaniem (3.243). Rysunki są wykonane przy 
wykorzystaniu autorskiego programu asynch_c.exe. Krzywa 2 przedstawia charak-
terystykę mechaniczną silnika i jest wyznaczona na podstawie analizy schematu 
zastępczego (rys. 3.10). 

 

 
Rys. 3.35. Zależność momentu od prędkości obrotowej silnika klatkowego małej mocy 
 

Przedstawiony wyżej model dynamiki maszyny indukcyjnej klatkowej 
jest poprawny dla maszyn o małej mocy. W równaniach tych pomijamy zmiany 
parametrów modelu wynikające ze zmian temperatury uzwojeń. Pomija się także 
wpływ wartości częstotliwości prądu w prętach wirnika na wartość rezystancji 
wirnika. W zależności od wymiarów pręta klatki wirnika należy uwzględnić zjawi-
sko wypierania prądu w prętach klatki [18]. Na rysunku 3.36 pokazano przykłado-
wy zakres zmiany wartości rezystancji klatki wirnika w zależności od prędkości 
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obrotowej maszyny o liczbie par biegunów równej 2 przy rozruchu bezpośrednim 
i zasilaniu silnika z sieci (50 Hz). Efektem zmiany wartości rezystancji jest zmiana 
kształtu zależności momentu od prędkości obrotowej; dla prezentowanej maszyny 
krzywe te pokazano na rysunku 3.37. 

 

 
Rys. 3.36. Przykładowy zakres zmian rezystancji wirnika w zależności od prędkości obrotowej 
w silniku klatkowym głębokożłobkowym 

 

 
Rys. 3.37. Zależność momentu od prędkości obrotowej silnika klatkowego głębokożłobkowego 
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Niekiedy celowo buduje się maszyny klatkowe, w których na wirniku 
są umieszczone dwie klatki o różnej wartości rezystancji prętów. Uzyskuje się 
w ten sposób wzrost wartości momentu rozruchowego, przy zachowaniu podobnej 
zależności prędkości od momentu w zakresie normalnej pracy. Skutkiem stosowa-
nia takiego rozwiązania jest kształt charakterystyki prędkości od momentu z cha-
rakterystycznym obniżeniem wartości momentu w trakcie rozruchu rysunku 3.38. 

 

 
Rys. 3.38. Zależność momentu od prędkości obrotowej silnika dwuklatkowego 

 
W ogólnym przypadku kształt charakterystyki mechanicznej silnika klatkowe-

go zależy od konstrukcji i wielkości maszyny, szczególnie kształtu i wielkości 
prętów klatki wirnika [18]. 

 
 
 

3.9. Uwagi ogólne 
 
 

65% energii elektrycznej wytworzonej na całym świecie przetwarza się na energię 
mechaniczną głównie poprzez wykorzystanie silników indukcyjnych. Maszyny 
indukcyjne pracują jako generatory w wielu małych elektrowniach wodnych i wia-
trowych. Istota budowy i zjawiska fizyczne występujące w maszynach indukcyj-
nych wykorzystywane są w wielu innych urządzeniach automatyki przemysłowej, 
są to na przykład elektromaszynowe przetwornice częstotliwości, przesuwniki 
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fazowe, regulatory indukcyjne, transformatory położenia kątowego (resorvery), 
selsyny i inne. Maszyny indukcyjne pracują zwykle jako trójfazowe, lecz w zależ-
ności od potrzeb stosowane są rozwiązania jedno- i dwufazowe. Przy dużych mo-
cach spotyka się maszyny wielofazowe (o liczbie faz większej niż 3). Silniki in-
dukcyjne zasilane są zarówno z sieci trójfazowej, jak i z przekształtników energo-
elektronicznych. Rozwiązania takie dają możliwość zmiany wartości prędkości 
obrotowej poprzez regulację częstotliwości z jednoczesną zmianą wartości napię-
cia zasilającego. Sposoby sterowania wymagają estymacji wielkości niedostępnych 
pomiarowo, takich jak na przykład strumień skojarzony z uzwojeniami wirnika 
występującymi w modelu opisanym w rozdziale poprzednim. Należy zatem za-
uważyć, że maszyny indukcyjne są wykorzystywane w większości procesów tech-
nologicznych. Ich znajomość jest więc niezbędna dla każdego inżyniera w prakty-
ce przemysłowej. Pamiętać także należy, że wykorzystanie współczesnych rozwią-
zań energoelektronicznych wymusza również wiele zmian w praktycznym stosowa-
niu układów napędowych z maszynami indukcyjnymi. Konieczne jest na przykład 
uwzględnienie zmian w wydajności chłodzenia, stąd stosuje się tu chłodzenie wymu-
szone innymi maszynami. Niezbędne jest uwzględnienie zjawisk wynikających ze 
specyfiki działania przekształtników częstotliwości, zmiany dotyczą tu między 
innymi konieczności stosowania odpowiedniego okablowania, uwzględnienia 
znacznie większego prądu upływu, istnienia tzw. prądów łożyskowych oraz innych 
zjawisk nie omawianych w tej publikacji. Zagadnienia opisane w niniejszym 
skrypcie dotyczą jedynie podstawowych zjawisk oraz modeli matematycznych 
transformatorów i maszyn indukcyjnych. 
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